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本 书 以 数学 物理 方程 解析 求解 为 背景 ， 系 统 介绍 了 求解 直角 坐标 、 斜 交 坐 标 系 和 
极 坐标 、 圆 柱 坐 标 、 球 坐标 下 数学 物理 方程 的 基本 方法 ， 阐 述 了 直角 坐标 系 、 斜 交 坐 标 
系 下 求解 数学 物理 方程 的 复数 级 数 法 ， 首 次 提出 了 求解 柱 ( 极 ) 坐标 、 球 坐标 下 各 向 异 
性 数学 物理 方程 的 复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 、 复 数 中 心 轴 对 称 函 数 、 变 形 复数 柱 多 项 
式 、 复 数 柱 体 函 数 、 变 形 复数 球 柱 多 项 式 与 变形 复数 球 柱 函 数 、 复 数 球 柱 函 数 、 变 形 复 
数 柱 面 函 数 、 复 数 柱 面 函 数 、 复 数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 、 参 数 复数 球 多 项 式 与 参数 
复数 球面 函数 、 连 带 复数 球 多 项 式 与 连带 复数 球面 函数 、 参 数 连带 复数 球 多 项 式 与 参数 


连带 复数 球面 函数 、 复 数 球 谐 函 数 等 系列 复数 特殊 函数 ;提出 并 证 明了 复数 柱 函数 展开 
定理 、 复 数 柱 体 函 数 展开 定理 、 复 数 球 柱 函 数 展开 定理 、 复 数 柱 面 函数 展开 定理 和 复数 
球面 函数 展开 法 , 连带 复数 球面 函数 展开 法 , 参数 连带 复数 球面 函数 展开 法 ; 提出 了 数学 
物理 方法 中 解 的 实数 化 原理 ;应 用 系列 复数 特殊 函数 对 各 向 异性 热传导 等 相关 数学 物理 
问题 进行 了 理论 求解 和 计算 ， 在 对 新 提出 系列 复数 特殊 函数 进行 初步 分 析 的 基础 上 ， 疗 
述 了 系列 复数 特殊 函数 与 经 典 贝 塞 尔 函数 、 实 数 宕 级 数 和 勒 让 德 函 数 的 关系 。 书 中 给 出 
了 理论 分 析 、 数 值 计算 结果 。 
本 书 可 作为 数学 、 物 理 和 工程 领域 相关 科研 教学 人 员 与 研究 生 、 本 科 生 参考 。 
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本 书 如 有 印 装 质量 问题 ， 可 与 发 行 部 联系 调换 


本 书 以 数学 物理 方程 解析 求解 为 背景 ， 系 统 介 绍 了 求解 直角 坐标 、 斜 交 坐 
标 系 和 极 坐 标 、 圆 柱 坐 标 、 球 坐标 下 数学 物理 方程 的 基本 方法 ， 益 述 了 直角 坐 
标 系 、 斜 交 坐 标 系 下 求解 数学 物理 方程 的 复数 级 数 法 (复数 分 离 变量 法 ) ， 提 
出 并 研究 分 析 了 求解 柱 ( 极 ) 坐标 、 球 坐标 下 各 向 异性 数学 物理 方程 的 复数 柱 
多 项 式 与 复数 柱 函 数 、 复 数 柱 对 称 函 数 、 变 形 复 数 柱 多 项 式 、 复 数 柱 体 函 数 、 
复数 球 柱 多 项 式 、 变 形 复数 球 柱 多 项 式 、 也 型 柱 多 项 式 、C 型 复数 柱 多 项 式 、 
复数 一 般 各 向 异性 柱 多 项 式 与 变形 复数 球 柱 函数 、 复 数 球 柱 函数 、 变 形 复 数 柱 
面 函 数 、 复 数 柱 面 函 数 、 复 数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 、 参 数 复数 球 多 项 式 与 
参数 复数 球面 函数 、 连 带 复 数 球 多 项 式 与 连带 复数 球面 函数 、 参 数 连 带 复 数 球 
多 项 式 与 参数 连带 复数 球面 函数 等 系列 复数 特殊 函数 ; 提出 了 Zn 方程， 变形 
Zi, 方程 ， 球 Zi, 方程 ， 变 形 球 Zi, 方程 ， 各 向 异性 柱 对 称 方程 ，B 型 各 向 异性 
柱 方程 ，C 型 各 向 异性 柱 方程 ， 一 般 各 向 异性 柱 方程 等 ; 提出 并 证 明了 复数 柱 
函数 展开 定理 、 复 数 柱 体 函 数 展开 定理 、 复 数 球 柱 函数 展开 定理 、 复 数 柱 面 函 
数 展 开 定 理 等 ; 提出 了 复数 球面 函数 展开 法 ， 连 带 复 数 球面 函数 展开 法 ， 参 数 
连带 复数 球面 函数 展开 法 等 ; 提出 了 数学 物理 方法 中 解 的 实数 化 原理 ; 应 用 系 
列 复 数 特殊 函数 完成 了 对 各 向 异性 热传导 偏 微分 方程 在 二 维 、 三 维和 稳 态 、 非 
稳 态 状态 下 圆 形 域 、 柱 体 和 球面 域内 相关 数学 物理 问题 的 求解 ， 理 论 分 析 证 明 
和 数值 计算 均 表 明 相 关 工 作 是 成 功 。 此 外 ， 针 对 柱 坐 标 下 的 数学 物理 方法 提出 
了 系列 复数 柱 函数 变换 ， 并 求解 了 各 向 异性 波动 方程 。 作 者 发 现 : 经 典 贝 塞 尔 
函数 系列 、 勒 让 德 函 数 、 实 数 震 级 数 、 汉 克 尔 变换 等 是 本 书 提出 了 系列 复数 特 
殊 函 数 、 变 换 特 例 ， 在 处 理 各 向 同性 相关 数学 物理 问题 时 ， 经 典 贝 塞 尔 函 数 、 
实数 知 级 数 和 勒 让 德 函 数 、 汉 克 尔 变换 等 与 作者 新 提出 的 系列 复数 特殊 函数 、 
函数 变换 是 一 致 的 ， 新 的 系列 复数 特殊 函数 、 函 数 变 换 是 更 广义 的 方法 ， 可 以 
处 理 更 为 一 般 的 各 向 异性 数学 物理 问题 和 偏 微分 方程 。 

本 书 可 作为 数学 、 物 理 和 工程 领域 相关 科研 教学 人 员 与 研究 生 、 本 科 生 
参考 。 
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微 积分 发 明 以 后 ， 物 理 问 题 成 为 数学 发 展 的 一 个 重要 的 驱动 力 。18 世纪 
数学 和 物理 结合 部 主要 是 常 微 分 方程 。19 世纪 以 后 ， 法 国 数学 家 傅立叶 在 热 
传导 研究 时 提出 的 传 立 叶 级 数 方法 拉 开 了 偏 微分 方程 发 展 的 序幕 ， 后 续 发 展 的 
贝 塞 尔 函 数 、 勒 让 德 函 数 等 经 典 理论 丰富 了 偏 微分 方程 求解 方法 ， 偏 微分 方程 
和 物理 紧密 联系 起 来 ， 以 至 偏 微分 方程 很 多 场合 下 常 被 称 为 数学 物理 方程 。 爱 
因 斯 坦 这 样 评价 了 偏 微分 方程 意义 : 偏 微 分 方程 在 进入 理论 物理 学 时 是 婢女 ， 
但 逐渐 成 为 了 主妇 。20 世纪 以 来 科学 技术 进步 ， 背 后 有 着 偏 微分 方程 驱动 因 
素 ， 偏 微分 方程 学 科 已 发 展 成 为 人 类 知识 体系 中 主要 支撑 之 一 。 

20 世纪 50 年 代 以 后 ， 以 复合 材料 为 代表 的 各 向 异性 材料 得 到 了 广泛 的 应 
用 。 各 向 异性 材料 的 广泛 应 用 ， 给 偏 微分 方程 带 来 了 新 课题 。 复 合 材料 各 向 异 
性 等 新 物理 特点 反映 到 偏 微分 方程 ， 使 偏 微分 控制 方程 出 现 了 函数 关于 空间 坐 
标的 奇 次 交叉 偏 导数 ， 这 使 19 世纪 发 展 的 基于 实数 分 离 变 量 法 的 偏 微分 方程 
求解 体系 遇 到 了 困难 。 这 样 可 解析 求解 的 各 向 异性 物理 和 工程 问题 极其 有 限 ， 
而 这 些 问 题 对 于 实际 工程 设计 很 重要 。 对 理论 和 工程 应 用 极为 重要 的 工程 物理 
问题 无 法 解析 处 理 ， 使 得 对 有 关 问 题 的 认识 存在 空白 ， 或 不 够 深入 ， 甚 至 错误 
的 ， 如 在 结构 工程 设计 中 规避 复合 材料 各 向 异性 问题 ， 而 这 恰 是 复合 材料 的 优 
点 。 所 幸 的 是 当代 计算 机 技术 及 以 有 限 元 为 代表 的 数值 法 飞速 发 展 相对 掩盖 了 
偏 微分 方程 解析 求解 严重 滞后 的 缺陷 。 从 偏 微分 方程 学 科 发 展 来 看 ， 目 前 可 以 
解析 求解 的 偏 微 分 方程 只 是 相对 简单 的 方程 ， 一 般 线 性 偏 微分 方程 解析 求解 方 
法 需要 发 展 完善 。 从 偏 微分 方程 的 物理 背景 来 看 ， 或 许可 以 发 展 一 种 “各 向 异 
性 数学 物理 ”的 学 科 。 无 论 是 发 展 数学 理论 ， 还 是 推动 相关 工程 技术 进步 ， 发 
展 偏 微分 方程 (数学 物理 方程 ) 求解 理论 ， 是 迫切 的 。 

本 书 作 者 在 1990 年 开始 致力 于 各 向 异性 力学 偏 微分 方程 解析 求解 工作 ， 
起 初 研究 各 向 异性 矩形 平板 弯曲 偏 微 分 方程 解析 求解 ， 应 用 一 种 后 来 被 称 为 复 
数 级 数 方法 的 复 变 函数 方法 解析 计算 各 向 异性 矩形 板 弯 曲 ， 后 续 把 这 种 复数 级 
数 展开 法 推广 用 于 常 系数 线性 偏 微分 方程 控制 的 圆 形 域 、 和 矩形 域 、 斜 形 域 相关 
力学 问题 ， 取 得 一 些 解 析 解 和 结果 ， 作 者 也 欣喜 地 注意 到 国内 一 些 学 者 也 开始 
陆续 应 用 这 种 复数 级 数 方法 处 理 相 关 力 学 问题 。 现 在 看 来 ， 复 数 级 数 方法 也 是 
一 种 广义 的 分 离 变 量 法 ， 本 书 也 将 复数 技术 方法 称 为 复数 分 离 变量 法 ， 以 求 和 
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现 有 数学 物理 方法 体系 统一 起 来 。 相 对 于 直角 坐标 系 下 偏 微分 方程 求解 ， 极 
( 柱 ) 坐标 、 球 坐标 下 线性 偏 微分 方程 求解 ， 由 于 要 遇 到 变 系 数 问 题 ， 求 解 则 
麻烦 起 来 。 偏 微分 方程 的 变 系数 问题 处 理 原先 多 采用 震级 数 方法 求解 ， 以 往 容 
级 数 方法 大 都 是 采用 实数 震级 数 方法 ， 这 对 处 理 各 向 同性 数学 物理 问题 是 足够 
适用 的 ， 以 实数 震级 数 方法 为 基础 ， 发展 了 勒 让 德 级 数 、 贝 塞 尔 函 数 等 特殊 函 
数 方法 。 但 对 于 各 向 异性 数学 物理 问题 来 说 ， 存 在 两 个 坐标 交叉 函数 项 ， 实 数 
形式 的 圭 级 数 函 数 就 难以 处 理 此 类 方程 了 。 作 者 从 2008 年 开始 试 党 着 沿用 复 
变 函 数 原 理 ， 结 合 贝 塞 尔 、 勒 让 德 函 数 展开 思路 和 分 离 变 量 法 基本 原理 ， 引 入 
了 一 些 复数 特殊 函数 ， 对 极 ( 柱 ) 坐标 、 球 坐标 下 相应 偏 微分 方程 求解 进行 初 
步 研 究 。 研 究 表明 ， 综 合 采 取 分 离 变量 法 、 级 数 展 开 和 复 变 函数 方法 处 理 柱 坐 
标 、 极 坐标 和 球 坐 标 下 一 般 偏 微分 方程 的 思路 是 可 行 的 。 按 照 这 种 思想 ， 作 者 
提出 了 求解 柱 ( 极 ) 坐标 、 球 坐标 下 各 向 异性 数学 物理 方程 的 复数 柱 多 项 式 与 
复数 柱 函 数 、 复 数 柱 对 称 函 数 、 变 形 复数 柱 多 项 式 、 复 数 柱 体 函 数 、 复 数 球 柱 
多 项 式 、 变 形 复数 球 柱 多 项 式 、B 型 柱 多 项 式 、C 型 复数 柱 多 项 式 、 复 数 一 般 
各 向 异性 柱 多 项 式 与 变形 复数 球 柱 函数 、 复 数 球 柱 函数 、 变 形 复数 柱 面 函数 、 
复数 柱 面 函数 、 复 数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 、 和 参数 复数 球 多 项 式 与 参数 复数 
球面 函数 、 缔 合 复数 球 多 项 式 与 缔 合 复数 球面 函数 等 系列 复数 特殊 函数 ; 提出 
了 Z， 方程， 变形 Z 方程 ， 球 Zi, 方程 ， 变形 球 Zi, 方程 ， 各 向 异性 柱 对 称 方 
程 ，B 型 各 向 异性 柱 方程 ，C 型 各 向 异性 柱 方程 ， 一 般 各 向 异性 柱 方程 等 新 方 
程 ; 提出 并 证 明了 复数 柱 函 数 展 开 定 理 、 复 数 柱 体 函 数 展 开 定理 、 复 数 球 柱 函 
数 展 开 定 理 、 复 数 柱 面 函 数 展 开 定 理 等 ; 提出 了 复数 球面 函数 展开 法 , 缔 合 复 
数 球面 函数 展开 法 等 ; 提出 了 数学 物理 方法 中 解 的 实数 化 原理 ; 应 用 系列 复数 
特殊 函数 完成 了 对 各 向 异性 热传导 偏 微分 方程 在 二 维 、 三 维和 稳 态 、 非 稳 态 状 
态 下 圆 形 域 、 柱 面 域 、 柱 体 和 球面 域内 相关 数学 物理 问题 的 求解 ， 理 论 分 析 证 
明和 数值 计算 均 表 明 相 关 工 作 是 成 功 的 。 作 者 又 并 针对 各 向 异性 波动 方程 进行 
求解 。 此 外 ， 作 者 针对 柱 坐 标 下 的 数学 物理 方法 提出 了 系列 复数 柱 函 数 变换 。 
作者 发 现 : 经 典 贝 塞 尔 函 数 系列 、 勒 让 德 函 数 、 实 数 宕 级 数 、 汉 克 尔 变换 等 是 
本 书 提出 了 系列 复数 特殊 函数 、 函 数 变换 的 特例 ， 在 处 理 各 向 同性 相关 数学 物 
理 问 题 时 ， 经 典 贝 塞 尔 函 数 、 上 才 生 珊 汪 和 和 面 让 本 兰 歌 。 恨 序 泵 交换 洛 司 作 尖 
新 提出 的 系列 复数 特殊 函数 、 函 数 变 换 是 一 致 的 ， 数 学 物理 方法 发 展 是 有 继承 
性 的 。 新 的 系列 复数 特殊 函数 是 更 广义 的 方法 ， 可 以 处 理 更 为 一 般 的 各 向 异性 
数学 物理 问题 和 偏 微分 方程 。 

偏 微分 方程 和 特殊 函数 大 都 具有 鲜明 的 物理 背景 。 从 现在 回顾 篇 微分 方程 
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1.1 到 训 


在 研究 自然 科学 与 工程 科学 中 的 各 种 运动 和 平衡 问题 时 ， 经 常 遇 到 含有 未 知 函数 是 多 
元 函数 及 其 偏 导 数 (或 仅 含 偏 导数 ) 的 微分 方程 ， 这 种 方程 被 称 为 偏 微分 方程 。 数 学 物理 
方程 是 指 在 分 析 研 究 自然 科学 及 工程 问题 中 所 建立 的 偏 微分 方程 (包括 积分 方程 及 微分 积 
分 方程 )。 拉 普 拉 斯 方程 ， 泊 松 方程 ， 流 体力 学 中 的 纳 维 一 斯 托 克 斯 方程 组 ， 弹 性 力学 中 
的 圣 维 南方 程 组 ， 薄 板 弯 曲 方程 ， 波 动 方程 ， 热 传导 方程 等 都 是 经 典 的 数学 物理 方程 。 自 
19 世纪 开始 ， 伴 随 着 自然 科学 技术 的 进步 ， 陆 续 出 现 了 电磁 场 理 论 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 
量子 力学 的 莅 定 汕 方程 ， 广 义 相对 论 中 的 爱 因 斯 坦 方 程 等 重要 的 数学 物理 方程 。 这 些 方程 
的 建立 及 处 理 本 身 就 代表 着 人 类 对 自然 认识 的 进步 ， 对 人 类 文明 发 展 起 着 重大 的 推进 作 
用 。 从 中 也 可 看 出 ， 数 学 物理 方程 研究 的 重大 现实 和 理论 意义 。 

,研究 自然 科学 和 工程 问题 ， 第 一 步 应 该 是 将 实际 问题 抽象 建立 物理 模型 ， 物 理 模 型 和 
物理 定律 在 很 多 情况 下 紧密 联系 在 一 起 。 第 二 步 就 是 根据 物理 模型 ， 运 用 数学 工具 建立 问 
题 的 数学 模型 。 当 物理 学 和 工程 技术 问题 遇 到 和 变化 率 有 关 的 关系 式 时 ， 数 学 模型 很 多 情 
况 下 就 通过 推导 建立 数学 物理 方程 来 表示 。 数 学 物理 方程 建立 是 解决 理论 技术 问题 的 关键 
一 步 ， 此 外 还 需要 根据 各 类 问题 自身 规律 ， 建 立 各 种 附加 具体 条 件 ， 从 而 构成 典型 问题 的 
解 。 第 三 步 是 运用 已 知 的 数学 手段 或 创新 数学 手段 处 理 数 学 物理 问题 ， 具 体 就 是 求解 在 附 
加 条 件 的 数学 物理 方程 。 实 际 工作 中 ， 每 一 步 研究 工作 都 可 能 经 过 反复 迭代 ， 并 根据 实际 
结果 来 检验 和 修正 ， 对 物理 规律 、 物 理 模 型 和 数学 处 理 手段 进行 不 断 的 创新 和 完善 。 这 一 
过 程 的 实施 ， 推 动 了 人 们 对 自然 现象 认识 进一步 深刻 ， 对 未 知 的 形象 进行 新 的 预测 。 

在 上 述 的 三 步 研究 工作 之 中 ， 第 一步 、 第 二 步 基 本 属于 物理 学 和 工程 科学 领域 。 事 实 
上 ， 随 着 自然 科学 技术 发 展 ， 各 类 数学 物理 方程 的 建立 许多 已 成 为 各 门类 科学 中 的 重要 工 
作 内 容 ， 数 学 主要 是 作为 工具 参与 其 中 。 有 时 数学 工具 的 进步 对 物理 学 和 工程 科学 的 推动 
是 不 可 缺少 的 。 如 微 积 分 的 发 明 ， 就 使 得 牛顿 力学 获得 了 实质 的 进步 。 比 较 而 言 ， 第 三 步 
研究 工作 即 数学 物理 方程 的 求解 ， 数 学 色彩 则 要 浓厚 起 来 。 对 于 数学 物理 方程 的 求解 很 多 
情况 上 是 处 理解 决 物理 和 工程 物理 的 工作 一 部 分 。 但 求解 数学 物理 方程 的 基本 方法 即 数学 
物理 方法 更 多 意义 上 属于 数学 范畴 。 数 学 物理 方法 具有 一 定 的 通用 性 ， 这 成 为 了 本 书 的 重 
点 问题 。 

早期 的 科学 研究 者 许多 身 兼 数学 家 、 物 理学 家 和 工程 师 多 重 角色 ， 在 众多 物理 和 工程 
科学 研究 中 针对 不 同 数学 物理 方程 发 展 了 多 种 包括 特征 线 方法 、 分 离 变 量 法 、 格 林 函 数 
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法 、 积 分 变换 法 及 复 变 函数 法 等 在 内 的 基本 数学 物理 方法 ， 这 些 求解 方法 多 是 解析 方法 ， 
也 就 是 给 出 有 关 方 程 的 准确 解 ， 在 求解 过 程 中 需要 高 度 技巧 性 。 这 些 基 本 数学 物理 方法 在 
处 理工 程 和 物理 问题 中 发 挥 了 巨大 的 作用 ， 也 是 人 类 知识 体系 中 重要 的 组 成 部 分 。 但 由 于 
实际 问题 的 复杂 性 ， 运 用 解析 法 求解 出 准确 解 的 数学 物理 方程 还 仅 限 于 少数 较 特 殊 的 情 
况 。 更 多 的 数学 物理 方程 由 于 其 自身 是 非 线 性 方程 或 方程 组 ， 或 者 定 解 条 件 的 复杂 ， 其 解 
析 求 解 方 法 一 般 很 复杂 ， 有 些 其 至 是 不 可 能 的 。 这 样 数 值 解法 (如 有 限 单元 法 . 有限 差分 
法 等 )， 半 解析 解法 〈 如 摄 动 法 ， 加 权 残 数 法 等 ) 就 出 现 了 ， 这 些 数值 方法 在 自然 科学 和 
工程 问题 中 发 挥 了 巨大 的 作用 。 随 着 现代 科学 和 技术 的 进步 ， 新 的 数学 物理 方程 将 会 不 断 
涌现 ， 其 涉及 范围 已 远 远 超 出 了 传统 的 物理 学 、 力 学 、 天 文学 等 领域 。 即 使 在 传统 的 物理 
学 、 力 学 、 天 文学 等 领域 ， 类 似 问 题 的 数学 物理 方程 也 可 能 发 生 了 改变 ， 如 复合 材料 的 广 
泛 应 用 ， 使 得 各 向 异性 物理 特性 研究 成 为 现实 问题 ， 但 各 向 异性 的 物理 特性 反映 到 力学 、 
热传导 等 领域 数学 物理 方程 上 ， 相关 数 学 物理 方程 增加 了 位 置 唤 数 关 于 空间 坐标 的 奇 次 交 
又 偏 导 数 项 ， 这 使 得 原先 在 各 向 同性 力学 或 热传导 领域 中 的 数学 物理 方程 解析 求解 产生 了 
新 问题 。 

如 根据 直角 坐标 系 下 的 各 向 同性 热传导 稳 态 问题 控制 偏 微分 方程 为 

a | 


gr Iay k ed 

而 直角 坐标 系 下 的 各 向 异性 热传导 稳 态 问题 控制 偏 微分 方程 为 
新 2 9 ?人 省 _ 
i a 


由 于 交叉 热传导 系数 As 存在 带 来 的 


传导 偏 微分 方程 。 

诸如 各 向 异性 在 内 的 众多 物理 特性 对 数学 物理 基本 方法 提出 了 新 的 挑战 和 新 的 要 求 。 
本 书 主要 介绍 了 数学 物理 方程 的 基本 概念 ， 数 学 物理 问题 的 经 典 解析 求解 方法 ,同时 阐述 
了 作者 提出 的 基于 复 变 函数 方法 的 复数 分 离 变 量 法 (复数 级 数 展开 方法 )， 并 采用 复数 分 
离 变 量 法 求解 了 在 直角 坐标 、 和 斜 坐标 、 极 坐标 、 柱 坐标 、 球 坐标 下 的 各 向 异性 偏 微分 方程 
问题 。 在 求解 过 程 中 ， 作 者 提出 了 一 些 新 的 特殊 函数 ,在 有 关 章 节 中 进行 了 阐述 。 下 面 简 
单 地 介绍 数学 物理 方法 的 基本 知识 和 概念 。 


了 ， 常 规 的 分 离 变量 法 无 法 求解 各 向 异性 热 


1.2 基本 概念 


(1) 偏 微分 方程 

未 知 函 数 具 有 多 个 自 变 量 ， 含 有 这 种 未 知 函 数 的 一 个 或 多 个 偏 导数 的 微分 方程 称 为 偏 
微分 方程 。 如 自 变 量 只 有 一 个 就 成 为 常 微 分 方程 。 如 方程 不 止 一 个 ， 就 称 为 偏 微分 方 
程 组 。 


a.2T bn 
DT ay 


4 就 是 一 个 典型 的 偏 微分 方程 。 2 = 也 就 是 一 个 典型 的 常 微分 
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方程 。 

(2) 偏 微分 方程 的 原 函数 和 解 

任意 函数 f 在 区 域内 具有 方程 中 所 出 现 的 各 阶 偏 导数 ， 对 其 区 域内 所 有 点 出 现 的 各 阶 
偏 导数 ， 在 区 域内 所 有 点 都 一 致 满足 偏 微分 方程 ， 这 个 函数 称 为 该 偏 微分 方程 的 原 函 数 ， 
也 可 称 为 方程 的 解 ， 或 积分 。 

偏 微分 方程 所 包含 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 称 为 方程 的 阶 数 ， 最 高 阶 导 数 乘 短 的 次 数 称 为 
方程 的 次 数 。 热 传导 方程 为 二 阶 偏 微分 方程 。 

直角 坐标 系 下 的 薄板 弯曲 控制 方程 为 


9 lw 9 lw 9 1w gq 
一 t= 总 
dx 9 oT ay! D y 


上 式 中 ww 为 待定 孔 数 ， 自 变量 为 x-，y,，D 是 板 的 弯曲 刚度 。 薄 板 弯 曲 方程 具有 w 关 
于 zx，y 的 四 阶 偏 导数 ， 是 四 阶 偏 微分 方程 。 
(3) 偏 微分 方程 的 阶 
出 现在 方程 中 的 未 知 函 数 的 偏 导 数 的 最 高 阶 数 称 为 偏 微分 方程 的 阶 ， 方程 (1-3) 中 
出 现 的 最 高 阶 是 四 阶 , 方程 (1 -3) 也 称 为 四 阶 偏 微分 方程 。 在 求解 弹性 力学 特殊 正 交 蜡 
性 壳 体 弯曲 问题 时 ， 可 以 得 到 如 下 方程 


9 “0 9 “0 j 9 “0 9 0 2 二 
gs dam griy hrs ths 二 就 az 4 
(1—4) 
以 上 壳 体 方程 为 八 阶 偏 微分 方程 。 


在 采用 阿 称 巴 诸 米 扬 精 化 理论 处 理 弹性 力学 正 交 蜡 性 扁 壳 时， 我 们 可 以 得 到 十 阶 偏 微 
分 方程 。 

如 果 偏 微分 方程 中 ， 未 知 函数 及 它 的 所 有 偏 导 数 都 是 线性 的 ， 且 方程 中 的 系数 都 仅 依 
赖 于 自 变 量 (或 者 是 常数 )， 那 么 这 样 的 偏 微分 方程 就 称 为 线性 偏 微分 方程 ， 特 别 的 ， 如 
有 果 方 程 中 的 系数 都 是 常数 ， 则 称 为 常 系数 偏 微分 方程 。 显 然 ， 如 果 方 程 中 的 系数 是 自 变量 
的 函数 ， 则 称 为 变 系 数 偏 微 分 方程 。 方 程 中 出 现 未 知 函数 及 偏 导数 不 是 线性 的 ， 则 称 为 非 
线性 偏 微分 方程 。 


在 常温 情况 下 ， 热 传导 系数 k 可 以 看 成 是 常数 ， 这 样 3 二 十 了 一 全 就 是 常 系数 全 


5 I 0 
微分 方程 。 如 果 温 度 较 高 ， 热 传导 系数 k 可 能 为 温度 工 的 函数 ， 可 得 如 下 偏 微 分 方程 
vn 
方程 (1 -5) 是 非 线性 偏 微分 方程 。 
若 线 性 偏 微分 方程 中 有 某 项 既 不 含有 因 变 数 又 不 含有 其 偏 导数 ， 则 称 方程 是 非 齐 次 
的 ， 否 则 是 齐 次 的 。 如 对 于 薄板 弯曲 偏 微分 方程 


9 iu 9 vw 9 tw q 
1 2 z 十 re 
9dr 9X 9y 9y D 


如 gq 为 0， 薄板 弯曲 方程 为 齐 次 偏 微分 方程 。g 不 为 0， 薄板 弯曲 方程 为 非 齐 次 偏 微分 


(1-—5) 


(1 -6) 
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方程 。 

若 偏 微分 方程 对 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 来 说 是 线性 的 ， 那 么 就 称 为 拟 线性 偏 微分 方 
程 。 如 方程 zu 十 yu 十 nu = siny 就 是 拟 线性 偏 微分 方程 。 拟 线性 方程 中 . 由 最 高 阶 偏 导 
数 所 组 成 的 部 分 称 为 方程 的 主 部 。xu,, 十 yu,, 为 方程 主 部 。 如 果 方 程 主 部 的 各 项 系数 不 含 
未 知 沙 数 ， 则 称 为 半 线 性 偏 微分 方程 。 

本 书 主要 研究 二 阶 常 系数 线性 偏 微分 方程 问题 ,但 所 涉及 的 基本 数学 物理 方法 不 局 限 
于 二 阶 偏 微 分 方程 。 


1.3 线性 偏 微分 方程 基本 性 质 


引入 线性 偏 微分 算 子 


工 三 ao 十 2 一 十 3 3 也 (1 一 7) 

则 线性 偏 微分 方程 可 简写 为 
EL[fI=F (1—8) 

线性 偏 微 分 方程 有 以 下 性 质 


1) 如 f= 二 及 十 fz， 则 LLfj==LLfi]+LLfs]。 

如 f= 二 cf”,， 则 LLcf*]= 二 cLLf*]，(c 是 常数 )。 

2) 如 是 齐 次 方程 LL/] == 0 的 通 解 ,，v 是 非 齐 次 方程 L[ /二 下 的 特 解 . 则 三 = “十 
v 是非 齐 次 方程 LL/] == 下 的 通 解 。 

3) 如 所,fi, 记 ,4，,… ,了 ,是 LLf] 二 0 的 特 解 ， 则 

则 f° 一 c 记 十 后 户 十 十 cf (ccz，…cv 是 常数 ) 是 LL/j] = 0 的 解 。 


4) 如 丰 王 PCziyz…zidalyaz da) 是 LI =0 的 解 ， 则 f=|| ren 是 
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Tunadisd2 yA) Va 42 3°" 41) da das*** da, 是 匡 [ 几 一 0 的 解 。 其 中 Ql rd" 是 要 变 
量 , (ai ,as，,…,a) 是 任意 函数 。 如 f= 二 cf ， 则 L[cf° j=cL[/*]，(c 是 常数 )。 


1.4 二 阶 线性 偏 微分 方程 


许多 物理 学 、 力 学 和 工程 技术 问题 所 引出 的 偏 微分 方程 都 是 二 阶 偏 微分 方程 。 目 前 对 
于 二 阶 偏 微分 方程 研究 相对 成 熟 些 。 对 于 有 双 自 变量 zx，y 的 未 知 函 数 的 二 阶 线 性 偏 微分 
方程 ， 可 以 写成 如 下 形式 
Qiluarr 十 2aizxutn 十 azudw 十 Oxr 十 Du 十 cu 十 卫 一 0 人 一 乡 ) 
式 中 ， 系 数 an yabyaz 都 是 +，y 的 函数 ， 且 wu ,ap ao 不 同时 为 零 ， 假设 函数 及 其 系 
数 都 是 二 次 连续 可 微 的 。 
通过 坐标 变换 能 够 把 方程 (1 -9) 在 某 一 点 化 成 标准 形式 ,根据 
(ge = ya ) enn C1 = 10) 
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为 正 、 为 零 或 为 负 而 定 的 条 件 ， 偏 微分 方程 在 这 点 称 为 是 双 曲 型 、 抛 物 型 或 椭圆 型 的 。 

如 果 该 偏 微分 方程 在 一 个 区 域内 的 任意 点 均 为 双 曲 型 的 、 抛 物 型 的 或 椭圆 型 的 ， 那 么 
就 称 该 偏 微分 方程 在 这 区 域内 是 双 曲 型 、 抛 物 型 或 椭圆 型 的 。 对 于 两 个 自 变量 的 偏 微分 方 
程 ， 在 一 给 定 的 区 域内 总 可 以 找到 函数 变换 将 已 知 方程 化 成 标准 形式 ， 但 是 ， 就 多 个 自 变 
量 的 偏 微分 方程 来 说 ， 这 样 的 变换 一 般 是 较 难 找 到 。 

引入 函数 变换 

= p(T,y) ,n= Yr,y) 《一 下 了 

根据 求 导 方法 可 得 

Ur = Usér 十 uy: 
Wy = Ws my 
usr = Ug + ugé ns Tt Up eke + Wye (1 -12) 
Wsy 一 二) 二 二 十 
UsEy 十 2usé ys 十 ua + uséys 十 27 
将 上 式 代 入 偏 微分 方程 ， 可 得 新 的 二 阶 偏 微 分 方程 


Aiius + 2Aius + Anun t+ Biuei+ Bu t+Cu+f =0 (1 -13) 
式 中 
A = 1 癌 十 26p8 人 二 6 总 
hy = 商 高 天 十 可 加 十 可 后 2 
Az = oil 肛 十 2oizggy 十 oaz 尖 


已 = ae 十 2aizéiy 十 azz6 + bié, + 0,€, (1 —14) 
B;, = aiin + 2ar2pey tT a my + O17 + bz ns 

Ge 

和 


适当 地 选取 函数 二 g(x,y) ,yn 一 y(zx,y) ， 可 以 使 新 方程 中 得 以 简化 。 
考虑 偏 微分 方程 

az 二 2arzz, az = 0 (l= 15) 
求解 上 式 可 得 二 个 独立 解 x; = p(x,y) ,zs = J(r,y) 。 
今 &€ 二 pT»Y) ,N= yr,y) 


即 可 得 
A=0C=0 (1=16) 
一 阶 二 次 偏 微分 方程 (1 -15) 求解 可 以 化 为 求解 以 下 常 微分 方程 问题 
dll (全 ) 一 2aiy $Y Fan 一 0 C1=173 
上 述 方程 可 以 改写 为 
a (dy)* — 2a1dydr 二 azs (dr)* =0 CL 18 


该 方程 称 为 偏 微分 方程 特征 方程 ， 它 的 积分 曲线 g(x,y) = 称 为 线性 偏 微分 方程 的 
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方程 (1 - 18) 一 般 可 以 分 解 为 
dy Ul 
中 (1-19) 
dl hi C= 260) 
dx Ull 


根据 判别 式 A = Vo 一 anaz 的 三 种 情况 化 简 : 
1) 当 A 二 0 时 , 方程 (1 -18) 有 两 族 互相 独立 的 解 g(x,y) 二 co,Y(z,y) 二 02 邻 8 二 
p (zyy)1,7 二 Jy(x,y)， 方程 (1 -13) 化 简 为 
us +BiustBuyt yut+d= 0 (1—21) 
再 引入 新 变换 


HE RW a/ 
BR 2 


方程 (1 - 21) 化 为 
us 一 好 BiutpBu yutd=0 C1 =22) 
方程 (1 -21) 和 (1-22) 为 双 曲 型 方程 的 标准 形式 。 
2) 当 A 二 0 时 , 方程 (1-18) 只 有 一 族 的 解 p(x,y) = 二 c， 任 取 一 个 与 p(x,y) 独立 
的 函数 wz,y) 。 邻 & 二 g(x,y) 1 二 Wzyy)， 方 程 (1 -13) 化 简 为 


i 
A A A 三 C1 23) 


ty 
方程 (1-23) 可 重新 写 为 
un 十 Cues 十 Co 十 Cs 十 Ci 一 0 (1 ~ 24) 
方程 (1 - 24) 为 抛物 型 方程 的 标准 形式 。 
3) 当 A 二 0 时 , 方程 (1-18) 有 两 族 互相 独立 的 解 
azyy) 十 16(zyy) = ca(rT yy) — P(r,y) = cs 
令 & 二 a (xz,y)1,n 二 B(x,y)， 方程 (1 -13) 化 简 为 


ug + un Biust+ Bust+Cut+D=0 《1 =257 
方程 (1 -25) 为 椭圆 形 方程 的 标准 形式 。 
对 于 变 系 数 的 偏 微分 方程 ， 判 别 式 A 可 能 会 根据 坐标 情况 变化 正 负 值 或 取 为 0， 这样 
给 定 的 偏 微分 方程 可 能 在 区 域内 改变 类 型 ， 这 种 偏 微分 方程 被 称 为 混合 型 的 偏 微 分 方程 。 
当然 对 于 常 系数 偏 微 分 方程 ， 其 类 型 应 该 是 固定 的 。 
对 于 常 系数 的 偏 微分 方程 ， 双 曲 型 方程 标准 形式 为 
Wi = Wy 十 8 十 Bu 十 和 十 8 一 0 
抛物 型 方程 标准 形式 为 
un 十 Cus 十 Coz 十 Cs 十 CI 一 0 
椭圆 形 方 程 的 标准 形式 为 
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us 十 由 十 Bi 十 Bi 十 Cu 十 D=0 


一 8 十 Bt 一 Bi—4C 
在 分 别 引 人 函数 变换 xs, = exp (BS EB )uG,) » U(é,7) = exp( 二 3 十 8 7)x 


号 6 二 多 9) ce, 的 情况 下 ， 可 以 消去 所 有 的 一 阶 偏 微分 项 ， 方 程 形 


u(é,) » U(€,7) = exp(— 
式 可 以 得 到 进一步 简化 。 

通过 函数 变换 ， 可 以 化 简 偏 微分 方程 形式 。 同 时 也 对 偏 微分 方程 区 域 进 行 变换 ， 以 期 
获得 容易 求解 的 结果 。 这 是 求解 数学 物理 问题 的 基本 方法 之 一 ， 在 本 书后 续 内 容 中 ， 这 种 
方法 得 到 了 采用 。 

对 于 多 自 变量 x;(i 二 1,m) 函数 二 阶 线 性 偏 微 分 方程 


A Aa?u Du a . 
Pt (1 -26) 
式 中 Qj "binewf Ri yy yy 的 函数 。 
通过 变量 代 换 
二 Ry r= 12 (1 =27» 
9 dS 9 9 
其 中 了 一 了 生源 0， 
J \X1is» Xs 5 
可 将 方程 (1 - 26) 变换 为 相应 的 标准 型 式 
Di t+ DBiu, +Cut+F=0 (椭圆 型 ); 
1 一 ] i=1 
Dus + DBiu, +Cut+F=0 (抛物 型 ); 
4 一 1 1 一 1 
un 一 >) 十 >)Bu 十 Ce 十 太一 0 ( 双 曲 型 ); 
i=2 i=1 
Du — Du + DBiu, +CutF=0 ( 超 双 曲 型 ) 
i= 1] i= n+l i=1] 


1.5 定 解 条 件 和 定 解 问题 


对 于 不 同 的 数学 物理 问题 ， 可 以 根据 不 同 问题 性 质 ， 运 用 数学 手段 建立 物理 模型 ， 然 
后 抽象 成 数学 模型 ， 建 立 数学 物理 方程 ， 这 种 方程 称 为 泛 定 方程 ， 因 为 还 不 能 确定 具体 的 
物理 过 程 ， 还 需要 根据 问题 特点 给 出 其 约束 条 件 ， 如 给 定 区 域 热传导 问题 ， 需 要 给 出 区 域 
边界 导热 条 件 ， 对 于 非 稳 态 导热 问题 ， 需 要 给 出 初始 热 状态 。 对 于 板 壳 力 学 问题 也 一 样 ， 
建立 板 壳 力学 控制 方程 后 ， 也 要 给 出 板 壳 边 界 约束 条 件 ， 对 于 动力 学 问题 ， 还 要 给 出 初始 
状态 位 移 速 度 条 件 。 这 对 一 般 物理 现象 是 普 适 的 ， 每 一 个 问题 状态 都 处 在 特定 的 条 件 之 
下 ， 反 映 在 对 它 开始 考察 时 的 状态 〈 初 始 条 件 ) 以 及 周围 环境 对 它 的 影响 (边界 条 件 ) 
上 ， 这 些 条 件 统称 为 定 解 条 件 。 给 定 了 泛 定 方程 和 相应 定 解 条 件 的 数学 物理 问题 称 为 定 解 
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问题 。 一 般 定 解 问题 分 为 三 类 

初 值 问题 : 只 有 初始 条 件 而 没有 边界 条 件 的 定 解 问题 称 为 初 值 问题 或 柯 西 问题 。 

边 值 问题 : 只 有 边 值 条 件 而 没有 初始 条 件 的 定 解 问题 称 为 边 值 问 题 。 

边 值 问题 中 ， 直 接 规定 边界 上 的 数值 ， 称 为 第 一 类 边 值 条 件 ; 规定 边界 上 函数 导数 
(或 导数 组 合 ， 但 不 含有 边界 上 函数 值 ) 的 边 值 条 件 ， 称 为 第 二 类 边 值 条 件 ; 既 不 规定 边 
界 上 的 函数 值 ， 也 不 直接 规定 边界 上 函数 导数 的 数值 ， 而 是 规定 边界 上 的 函数 导数 和 函数 
值 线性 组 合 的 边 值 条 件 ， 称 为 第 三 类 边 值 条 件 。 

混合 问题 ， 既 有 边界 条 件 又 有 初始 条 件 的 定 解 问题 称 为 混合 问题 。 

在 处 理 实际 问题 中 ， 所 建立 的 边界 条 件 、 初 始 条 件 都 是 相对 的 ， 可 以 根据 实际 情况 进 
行 简化 。 有 些 边界 条 件 简化 是 出 于 处 理 方法 的 可 实施 性 ， 如 对 于 基于 经 典 理论 的 薄板 自由 
边界 问题 ， 自 由 边 的 弯 和 矩 、 扭 矩 和 横向 剪 力 均 为 0， 但 经 典 理 论 框 架 下 只 有 给 定 2 个 边界 
约束 条 件 ， 这 样 对 扭矩 和 横向 剪 力 进行 了 合并 简化 成 综合 剪 力 ， 这 样 每 个 自由 边界 给 出 弯 
和 矩 和 综合 剪 力 2 个 边界 条 件 ， 这 样 就 具备 了 求解 问题 的 前 提 。 一 般 来 说 ， 特 别 是 在 处 理工 
程 问题 时 ， 如 何 将 实际 边界 约束 条 件 ， 抽 象 简化 为 具体 边界 约束 条 件 . 是 十 分 重要 的 ， 同 
时 也 是 不 容易 的 。 实 际 上 ， 这 些 工 作 属 于 各 相关 物理 和 工程 科学 领域 的 工作 。 

在 混合 问题 中 ， 边 界 条 件 和 初始 条 件 之 间 也 存在 协调 问题 。 原 则 上 说 ， 控 制 方程 给 出 
了 研究 区 域内 的 状态 控制 规律 ， 边 界 条 件 给 出 了 边界 上 有 关 限 制 条 件 ， 初始 条 件 给 出 了 区 
域内 的 初始 状态 条 件 ， 这 样 在 边界 上 状态 控制 以 边界 条 件 为 主 ， 也 就 是 说 初始 条 件 在 边界 
上 要 满足 边 值 条 件 限制 。 


实际 问题 归结 为 定 解 问题 后 ， 一 般 需 要 在 数学 理论 方面 上 研究 这 一 定 解 问题 解 的 存在 
性 、 唯 一 性 和 稳定 性 。 一 般 来 说 ， 如 果 一 个 定 解 问题 正确 地 反映 客观 实际 ， 这 个 定 解 问题 
解 就 是 存在 的 ， 且 只 有 一 个 解 ， 这 时 就 称 定 解 问题 的 解 具 有 存在 惟一 性 。 

对 于 一 个 解 只 是 唯一 的 ， 还 是 不 够 的 。 在 实际 问题 中 ， 在 建立 泛 定 方 程 时 作 了 一 些 近 
似 ， 另 一 方面 ， 定 解 条 件 中 参数 也 由 测量 得 到 ， 难 免 有 误差 .如 部 分 系数 、 参 数 有 微小 变 
化 时 ， 其 解 有 较 大 变化 ， 解 是 不 稳定 的 ， 那 么 相应 求解 就 失去 了 意义 。 而 实际 工作 需要 的 
解 是 应 该 稳定 的 。 如 果 该 问题 解 对 定 解数 据 是 连续 依赖 的 ， 那 么 所 得 解 具 有 稳定 性 。 实 际 
计算 中 ， 研 究 解 的 稳定 性 直接 方法 是 微小 调整 计算 参数 ， 观 察 计算 结果 的 稳定 性 。 

如 果 一 个 定 解 问题 存在 唯一 且 稳 定 的 解 ， 这 个 定 解 问题 就 是 适 定 的 。 值 得 注意 的 是 ， 
这 里 没有 说 是 解 的 形式 唯一 ， 但 解 的 数值 应 该 相同 。 


1.7 雹 加 原理 


本 书 主要 讨论 的 线性 偏 微分 方程 定 解 问 题 ， 此 类 问题 可 以 采用 县 加 原理 求解 。 迄 今 为 
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止 ， 线 性 近似 仍然 是 物理 学 和 工程 技术 中 最 基本 的 近似 。 wo 加 速度 与 
外 力 成 正比 ,质量 是 常数 ， 与 质点 运动 的 速度 大 小 无 关 ， 但 在 相对 论 理论 中 ， 质 量 和 速度 
ee on 
应 力 与 应 变 成 正比 〈 胡 克 定 律 )， 弹 性 系数 是 常数 ， 与 应 变 的 大 小 无 关 ， 但 在 塑性 状态 下 ， 
胡 克 定律 就 失效 。 在 热传导 现象 中 ， 热 流 密 度 与 温度 梯度 成 正比 ， 导 热 率 是 物质 常数 ， 与 
温度 高 低 无 关 ;， 实践 中 发 现 导热 率 与 温度 相关 ， 特 别 是 高 温 状态 下 。 对 应 地 ， 描 述 在 特定 
状态 〈 如 低速 的 ， 应 力 低 的 ， 温 度 不 很 高 的 等 ) 数学 物理 方程 可 以 是 线性 偏 微分 方程 ， 定 
解 条 件 也 是 线性 的 ， 这 种 状态 下 本 加 原理 是 适用 的 。 但 对 非 线 性 问题 来 说 ， 非 线性 方程 解 
不 再 具有 线性 县 加 性 质 ， 求 解 更 加 复杂 。 本 书 主要 讨论 线性 问题 。 


1.8 傅立叶 级 数 


傅立叶 级 数 是 数学 物理 方法 中 重要 的 技术 基础 。 
1.8.1 单 重 傅立叶 级 数 


假设 /(x) 在 [一 2 四 上 可 积 ， 三 角 级 数 司 寺 DY acos er 十 b,sin ie) 为 f(x) 在 
[一 14, 人] 上 的 传 立 叶 级 数 ， 可 写 为 
f/(x) ~ 十 (aucos 和 + b,sin SD (1 -28) 
其 中 


{ 


a, 一 于 | /eaees dt 一 0,1,2,…) 


L 


b, = 了 | /Csin Trdrln 一 0,1,2,…) 
> 


如 果 f(z) 在 [一 ,四 上 是 偶 函 数 ， 则 有 


L 


a; 一 了 | 7(z)eos de (n= 0,1,2,.) 
b, = 0(n = 0,1,2,.…) 


Un 


Flay + 2 cos Tr 
如 果 /(z) 在 [一 1, 由 上 是 奇 函数 ， 则 有 


b, = 3] /cnsin Fear (n=0,1,2,.") 


Cr = 0 (RE 0 2 
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(x) ~ > b,sin 2 
f(x 2 bsin Tr 


傅立叶 级 数 还 具有 复数 形式 


1 


其 中 一 子 |f Ce dr 一 0, 士 ], 士 2…) 。 


一 上 


1.8.2 二 重 傅 立 叶 级 数 


(了 一 293 


假设 双重 变量 函数 假设 /(x,y) 在 和 矩形 区 域 R[ 一 /之 + 二/ ,一 h 壹 y 过 hh] 上 绝对 可 


只 ， 那 么 该 函数 的 双重 复数 形式 傅立叶 级 数 为 


fp ~ Doser th) 


Mn=—% 


其 中 cv = 二 | Cee) drdyCmon 一 0, 圭 1, 十 2,…) 。 
R 


实数 形式 双重 傅立叶 级 数 为 


三 
MNT nn a I nn 

frr) ms Sy li [amacos os Y + bsin ST cos ee + cco 
2 1 


l 


mn=0 


sin <> 二 d,sin in | 
h / h 


其 中 
1 


4 


| 
1 (m 3S 0n =.0) 


= 去 | MNT 72TYy | 
Wn = Bl/ ees 2 COS 7 dzdy 


| MAT NAY 
Bi El/ ein 7 COS dxdy 


2 EL | MAX ， 7TY 
= ee 1 Sin dzdy 


Ee 下 IT NNY 1 
dn = Bl sin Si dzdy 


(mn 二 0, 土 1, 填 2,*…) 


二 重 傅立叶 级 数 展开 条 件 : 如 果 函 数 /(x,y) 矩形 区 域 R 内 满足 条 件 : 


(1=380) 


在 R 上 偏 导数 卫 所 于 闻 和 了 所 于 闻 处 处 存在 并 且 有 界 ; 在 RR 上 的 每 个 内 点 (x,， 


加 ) 的 菜 个 邻 域内 ， 二 阶 偏 导数 “在线 闻 [或 “5 于 存在 并 且 连 续 ; 那么 /Cr，y) 


可 展开 为 传 立 叶 级 数 。 
1.8.3 三 重 傅立叶 级 数 


假设 三 重 变量 函数 假设 /f(x,y,z) 在 矩形 柱 区 域 RR [一 [过 zx 过/ ,一 hh 过 y 寺 hh ,一 也 
过 z 达 多 」] 上 绝对 可 积 ， 那 么 该 函数 的 三 重复 数 形式 傅立叶 级 数 为 


4 


人 + ) (1 — 32) 


OY nk 
其 中 
ck = ll (学 + 各 + 人) drdydzCmynsk 二 0, 土 1, 填 2,…) 
8 由 
实数 形式 三 重 傅立叶 级 数 为 


Mnx nn knz . mAx nn knz 
LOS cos LY cos -IE + bsin Lcos LYcos < 十 
Z h tw L h tw 


mnr . nx s knz . MAX . nn knz 
GOS sin LY co dnaSin sin Ycos = 十 
{ h 也 & h ) 


x 


二 > 


“m0 ,cos LTCos TY si n+ os nny in Arz 十 
/ h l h ' 
gun tcos LZsin si n KT + patsin Psin TY sin bs 
l h vw 4 h w 
(1 =33) 
其 中 
1 (m 王爷 和 二 《一 0) 
8 
二 (k= 0m>0n=0 或 k=00m = 二 0sn 光 0 或 上 法 04m 三 0,n = 0) 
Amuiik = 
二 (k S00m=0n=0 或 所 0m 二 nO 或 上 二 0m On > 0) 
i {mm = 05N > 0k Ss 0 


Wk = na cryseos 00s eos drdyde 


] in LIT eo0s mo s knz 
ph Se [a 9 S ss ~ 
pih ls yz 之) Sin 1 Cos 二 dzdydz 


1 8 2 4 
Ba ly (X,Yy,z)cos sin os 所 dzdydzx 


了 虐 由 * z)sin ZrZsin TXYco kz 
4 ma ysin sin 0s ,drdydz 
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Emu.k 一 zf Cr,y, cos 人 Tcos WEY in 人 dd 
lhw l h tw 


3 1 /Yi nny . knz 
fn = zo Crysin cos 一 一 Sin dzdydx 
lhw 1 l 


h vw 


MAX : NNny 


ga = Ra eye0s Sn sin Eqrdyds 


1 0 5 .MAX Nny. knz 
punk = 一 一 (x,y»2)sin sin sin dzrdydz 
Ptk 一 击 而 i > / 站 


(memsk = Osl ,2 ) 
1.9 积分 变换 


积分 变换 是 常用 的 数学 物理 方法 之 一 。 积 分 变换 是 通过 积分 ， 把 一 个 函数 变换 成 男 外 
一 个 函数 


T[ACE)] = | KG.n fon dr = Pt) (1 -34) 
式 中 K(y,7z) 一 一 已 知 函 数 ， 称 为 积分 变换 的 核 ; 


F(s) 象限 数 ; 
f(x) 一 一 原 函 数 (或 原 象 函数 )。 
如 果 积 分 限 a 和 4 是 有 限 值 ， 则 称 FG) 是 f(x) 的 有 限 积分 变换 式 。 根 据 积 分 核 KG(s,x) 
的 不 同 ， 可 以 有 多 种 积分 变换 ,通常 包括 有 傅立叶 变换 ， 拉 普 拉 斯 变换 ,梅林 变换 ， 汉 克 尔 
变换 ， 勒 让 德 变换 。 


1.9.1 傅立叶 积分 变换 
定义 
Ftwy = | fe di (1 -35) 
则 
RD = 支 | FC)e do (1 - 36) 
式 (1-35) 定义 的 ECo) 称 为 f(2) 的 傅立叶 积分 变换 (或 象 也 数 )， 记 为 F[f(1)]。 
F[f(0)] = F(w) = I f(Dewdr 


式 (1-36) 为 健 立 叶 积 分 变换 的 反 演 公式 , f(7) 称 为 F(o) 的 傅立叶 积分 反 变 换 (或 
原 象 函数 ) ， 记 为 FLFCo)] 。 
傅立叶 正弦 变换 。 定 义 
Cw) = | fsinCa ad (1 -37) 
则 
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f(1) = 二 | FCsin(e) do (1-38) 
An 0 


式 (1-37) 定义 的 Flw) 称 为 /(1) 的 傅立叶 正弦 变换 (或 象 函 数 ), 式 (1 -38) 为 
傅立叶 正弦 变换 的 反 演 公式 。 
傅立叶 余弦 变换 。 定 义 
Fo) = | f(Deos(on) di (1 - 39) 
则 


f(1) = 二 | Feos(ar) do (1— 40) 
XJv 


式 (1-39) 定义 的 Fo) 称 为 1(1) 的 傅立叶 余弦 变换 (或 象 函数 ), 式 (1 -40) 为 
传 立 叶 余 弦 变 换 的 反 演 公 式 。 
傅立叶 积分 变换 的 性 质 
(1) 线性 关系 
设 A ，B 为 两 个 实数 , F[ 广 (0 = Fi(w),F[f;(1)] = F,(w) 则 
F[Afi(0) + Bf,(0)] = AF(w) + BF,(w) 
FI[AF i(w) + BF;,(w)] = Af1(1) + Bf: 0) 
(2) 位 移 定 理 
,函数 f(1) 沿 t 轴 方向 位 移 ww ， 对 于 其 傅立叶 变换 乘 以 因子 e“ ， 即 
FT Fz 于 页 让 = 本 FL 
(3) 微分 定理 
函数 求 导 后 取 傅 立 叶 积分 变换 等 于 这 个 函数 的 傅立叶 积分 变换 乘 以 iw ， 即 
F[L/ (0)] = iwF[Lf()] 
推论 F[f* (0)] = (iw)"F[f/(1)] 
(4) 积分 定理 
函数 积分 后 取 傅 立 叶 积 分 变换 等 于 这 个 函数 的 传 立 叶 积分 变换 除 以 ii ， 即 


~ 


F| | rod]= 过 FLA(O] 


(5) 乘积 定理 


m 


[fw pd i 二 | a 支 | cdo 
一 四 2x 2 


四 


其 中 页 (o) ,Fi(w) 分 别 为 Fi(w) ，F, Co) 的 共 恩 函数 。 
(6) 卷 积 定理 


Ea 


对 于 已 知 函数 让 (0 , 户 (0 ， 则 | (op fst 一 中 dr 称 为 函数 方 (0 , 户 (0) 的 卷 积 ， 记 
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为 函数 fC fo(t) ， 即 f. (2 ¥ fo(f) = [AA 


卷 积 定理 : 设 Fi(w) = 下 万 (] Fo) = F[f(0)]， 则 FLfi(t) x fi(1)] = 
Fi(wo)F(w) 或 FI[F (wo) Fi(w)] = f(t) f(t) 


1.9.2 拉 普 拉 斯 变换 
定义 
FG) = | /fe “di (1-41) 


则 


元 | Feoed (1 -42) 
2 (一 好 


式 (1-41) 定义 的 F(s) 称 为 f(7) 的 拉 普 拉 斯 变换 (或 象 函 数 )， 记 为 LLf(7)]。 
ELLA = FCS) = | fe “di 


式 (1-42) 为 F(s) 的 反 演 公式 , f(t) 称 为 F(s) 的 拉 普 拉 斯 反 变换 (或 原 象 函数 )， 
记 为 二:LFGC)] 。 
拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
(1) 线性 关系 
设 A，B 为 两 个 实数 ,，L[f1(2)] = RFLP = 已 (Cs) 则 
L[Af1(2) + Bfs()] = AF,(s) + BF,(s) 


f(t) = 


(2) 位 移 定 理 
象 原 函 数位 移 : 对 于 实数 三 0， 有 


| ferd = Fl(s)e™ 
| flat ed = [FG) -| fwe “de | 


象 函数 位 移 : 对 于 实数 4， 有 | ef (Ded = F(s—A) 


(3) 微分 定理 
对 象 原 函 数 微分 
LLFCD] = sEF (Cs) — F001+) 
L[f (0)]= $F(s)— sf(0*)— f (01) 


上 hb 
对 象 函数 的 微分 
三 FC = 一 | tf (edt 
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L[(—2"f(2)] = F™(s) = 上 (Ce 


(4) 积分 定理 
对 象 原 函 数 积 分 


a es) | /wera 
zr| fC(w du] =| [| fodau ed = FR 


5 
对 象 函数 积 人 
2 fy “f(s 
| Feyas =L[ A |= | ea 
(5) 乘法 定理 
设 F(s) = L[f(72)],G(s) = LLg(t)] ， 则 
| [few — varled = | fera: | gerd 

(6) 周期 函数 的 象 浮 数 


对 于 f(ttaT) = fn =0,1,2,…, 则 [f(Derd = ds 
1.9.3 梅林 变换 
定义 
F(s) = | AnDzridza<<ReC) < (1 -43) 
则 
fx) = 2 | Fds (1 -44) 
式 (1-43) 定义 的 F(s) 称 为 /(x) 的 梅林 变换 ， 记 为 M[f;s] ， 即 M[f;sj] = 
| rpzm 
式 (1 -44) 称 为 梅林 反 演 公式 。 
梅林 变换 主要 性 质 如 下 
(1) 微分 定理 


如 下 (y) = | ropzm dz (Ca 过 ImG) < 二 8)， 则 


A [a<Im(s)<p] 


ee df x), i 1 AC, 
般 地 ， | 本 dz 一 1) Ty F(s—n) 
(2) 乘客 定理 


如 下 (5) = | rapzrdz [a<Im(s) < 天 8]， 则 
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| pz ‘dr = F(s+Ty) 
(3) 卷 积 定理 
如 F(s) = | Rndz » (Hs = | gC idzx [a 二 Im(s) 二 Bj, 设 


h(x) = | yf(ry)g(y)dy 


则 HH(s) = [aas | wf Cat)dy = PlyG(tp— s+ 1) 
设 
k(x) = | yf(x/y gl(y)dy 


则 K(s) = | dz [wf Cw dy 二 F(s)G(y 二 3s 十 1) 


1.9.4 汉 克 尔 变换 
定义 
H(E) = | fC (ge)dr (1.5 


式 中 J(x) 是 ， 阶 贝 塞 尔 函 数 ， 则 HH(&) 称 为 /(x) 的 v 阶 汉 克 尔 变 换 , 记 作 
入 LACz)], 即 瓦 (6) 二 x%Lf(x)]。 汉 克 尔 变换 的 反 演 公式 为 
f(x) = | gH (Cr) ds (1 -46) 
汉 克 尔 变 换 主 要 性 质 如 下 
二 L/SE) (CcC 为 洛 类 
1) x Lf (Cr)] = 记 瑚 世 ) (C 为 常数 ) 


EA A 


3 Lf CD) + Lf) — fl =— €x.Lf(2)] 
有 限 汉 克 尔 变 换 。/(x) 的 有 限 汉 克 尔 变换 为 
H(p,) = | -af 0 par)dr (1-47) 
式 中 儿 (x) 是 vy 阶 贝 塞 尔 函数 , p, 是 方程 J,(pa) = 0 的 一 个 根 。 
有 限 汉 克 尔 变换 的 反 演 公式 为 


Ke) = Sp 
a 1 


LJ ,Cpra) 
式 中 >) 是 对 方程 1,(pia) = 0 的 所 有 正 根 求 和 。 


1.9.5 勒 让 德 变换 
定义 
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G(n) = | fl)P, (xr)dr(n = 1,2,.) (1—48) 
式 中 P, (zx) 是 阶 勒 让 德 多 项 式 。 则 Gln) 称 为 f(x) 的 勒 让 德 变换 。 根 据 勒 让 德 多 项 
式 的 正 交 性 可 以 展开 函数 。 如 f(y) 可 展 成 f(y) = 》)asP, (1y) ， 其 中 系数 


n=0 


1 
| op 全 
1 1 
| [BC Jd | CB, Coy a 
-1 -1 
勒 让 德 变 换 的 反 演 公式 为 


a (1 -49) 
入 | LP, (y) J dx 


Uy 


1.10 你 蕊 函数 


伽 马 函数 是 常用 的 函数 。 件 马 函 数 对 x 二 0 定义 为 
Ry = | Zh 
T(x) 是 广义 积分 ， 对 所 有 的 z+ 二 0 收敛 ， 伽 马 函 数 的 基本 性 质 
N(x 1) = xT (ry 
由 分 部 积分 法 证 明 此 式 如 下 : 
Cw 1} = | red 一 一 六 e |? Fz] ed = xT (zx) 


T(z 十 1) 二 xT(x) 可 用 来 简化 公式 : 
TO 十 PLC 十 p)(2 十 p)…(k 十 p)] 
三 (2 十 PL[(2 十 p)…(k 十 p)] 
三 (3 十 p)[L…(k 十 p)] 


= TT(k 十 p 十 1) 
这 在 贝 寨 尔 函数 简化 中 可 得 到 应 用 。 
利用 积分 公式 可 以 容易 地 求 出 伽 马 函 数 在 正 整数 点 上 的 值 ， 


rety = | ea =1 


由 基本 性 质 知 
T(1) = 1T7T(2) = 117T(3) = 21T(4) = 31 
依 此 类 推 ， 有 
有 2 十 1) 三 ml 
1 一 0,1,2,3,… 
规定 0! 三 1， 称 伽 马 函 数 是 广义 阶乘 函数 。 
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T(x) 有 一 个 重要 的 计算 结果 : (元)= Vx 。 这 样 


r(z)= 37(E)= 
r(3)= a7(¥)= 4 
r(z)= 27(2)= Br 


虽然 只 对 z>0 定义 了 伽 马 函数 ， 但 可 以 推广 它 的 定义 到 除去 0， 一 1， 一 2.、 一 3,，… 
以 外 的 全 体 实数 上 ， 并 且 使 基本 性 质 仍 然 成 立 ， 将 基本 性 质 改写 为 
二 
广 
然后 ， 由 伽 马 函 数 在 x 十 1 的 值 定义 它 在 x 的 值 。 这 就 很 清楚 地 把 伽 马 函 数 的 定义 推 
广 到 不 包括 一 1， 一 2， 一 3，… 以 外 的 全 体 负 实数 上 。 


第 2 章 直角 坐标 系 下 的 分 离 变 量 法 


2.1 概述 


分 离 变量 法 是 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 最 常用 解法 。 分 离 变量 法 就 是 在 偏 微分 方程 
和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 情况 ， 将 待定 函数 分 离 为 各 独立 自 变 量 的 子 函数 乘积 ， 然 后 将 各 子 
函数 乘积 代入 偏 微 分 方程 ， 在 实现 对 偏 微分 方程 的 分 离 变 量 条 件 下 ， 可 得 到 (一 个 或 多 
个 ) 含有 待定 常数 〈 分 离 变量 常数 ) 的 齐 次 常 微分 方程 ， 按 得 到 常 微分 方程 求解 出 特 解 ， 
将 相关 特 解 到 加 后 代入 部 分 定 解 条 件 ， 一 般 根据 未 知 函 数 非 平 凡 解 的 要 求 ， 确 定 本 征 值 ， 
本 征 函 数 。 再 将 全 部 本 征 函 数 形式 特 解 倒 加 得 到 一 般 解 ， 再 将 一 般 代 入 边界 条 件 ， 利 用 本 
征 函 数 的 正 交 性 求 出 待定 常数 。 分 离 变量 法 适用 范围 是 所 研究 的 偏 微分 方程 能 够 分 离 变 
量 , 换言之 有 些 方程 是 不 能 分 离 变量 的 ， 具 体 情况 具体 分 析 。 直 角 坐 标 下 的 偏 微分 方程 求 
解 是 相对 容易 理解 ， 本 章 主要 针对 在 直角 坐标 系 下 偏 微 分 方程 进行 求解 。 下 面 针 对 一 些 例 
子 来 介绍 分 离 变 量 法 实施 程序 。 


2.2 分 离 变 量 法 实施 过 程 


2.2.1 两 端 固定 弦 的 振动 问题 
考虑 长 为 /4 、 两 端 固定 的 弦 的 振动 混合 问题 ， 控 制 偏 微分 方程 


2 a =00<r<ht>0 (2-1) 

边界 条 件 为 
uo = 0iu |i = 0, t20 (2 -2) 

初始 条 件 为 
wlio = (25) px), Oz 0 


求解 过 程 可 分 解 为 下 列 四 步 。 
第 一 步 : 分 离 变量 
设 
Uzst) = XL) TO) (2=4) 
将 式 (2-4) 代 人 方程 (2 - 1)， 即 得 
XT) = a X (rx)TU) 
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这 样 可 将 上 式 两 端 除 以 X(x)T(1) ， 可 得 


IT Ty RR) 
ae (EY XCx) 


式 (2-5) 中 , 左 端 只 是 上 的 函数 ， 右 端 只 是 工 的 函数 。 要 求 左 端 和 右 端 相等 ， 就 必 
须 共 同等 于 一 个 既 与 工 无 关 、 又 与 ! 无 关 的 常数 一 。 上 面 的 结果 又 可 以 写成 
TE TD = 0 (2-6) 
X“(z) 十 MXCz) 一 0 (2-7) 
将 式 (2-4) 代入 边界 条 件 ， 可 得 
ROTD = 0 XCD TY) = 0 
考虑 到 T(z) 不 可 能 为 0， 可 以 得 到 
XE0) = 中 总 (让 三 站 (2-8) 
将 式 (2-4) 代入 初始 条 件 (2 - 3)， 目前 还 不 会 得 到 有 意义 的 结果 ， 在 后 面 再 利用 
初始 条 件 。 这 样 在 式 (2-7) 和 “(2 - 8) 基础 上 这 样 建立 了 X(z) 的 边 值 问题 
JX (xz) 十 MXCz) 一 0 
1X(o) = 0,X() = 0 
式 (2-9) 含有 齐 次 常 微分 方程 、 一 对 齐 次 边界 条 件 和 一 个 待定 常数 1 ， 这 就 决定 了 
只 有 当 ， 取 某 些 特 定 值 时 ， 才 有 既 满足 齐 次 常 微分 方程 、 又 满足 齐 次 边界 条 件 的 非 零 解 
X(Cz) 。 这 样式 (2-9) 也 构成 了 一 个 特征 值 问 题 , 4 就 是 特征 值 . 非 去 的 XCz) 称 为 特征 
函数 。 下 面 需要 求解 这 个 特征 值 问题 。 
第 二 步 : 求解 特征 值 问题 
求解 特征 值 问题 (2 -9) 的 关键 在 于 ， 不 同类 型 的 可 导致 不 同 特征 函数 。 
1) 当 ) 二 0 时 ， 方程 (2-7) 的 通 解 是 
X(r) 一 Ar 十 也 
代入 边界 条 件 (2 - 8)， 可 得 A = B = 二 0, 和) 三 0 不 是 特征 值 。 
2) 当 X 二 0 时 , 方程 (2-7) 的 通 解 是 
X(z) = Aev + Be v* 
代入 边界 条 件 (2-8), 可 得 A = B= 二 0, 4 二 0 也 不 是 本 征 值 . 
3) 当 ) 二 0 时 ， 方程 (2-7) 的 通 解 是 
X(x) = A sinVA x+ B cosVA x 


代 人 边界 条 件 (2-8), 就 有 B= 二 0,Asin ML = 0 。A 不 能 为 0， 只 能 sinU/L 二 0 。 这 
样 可 得 


C2.—.5) 


(2 =9) 


VA = nron = 1,2,3,. 
和 
和 一 [3 (2-10) 
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Kl) = Csin Tn = 1,2,3,° (i hb) 


2 


其 中 C, 为 任意 常数 ,特征 值 4 = ( 字 )。 


第 三 步 : 求 得 一 般 解 析 解 
将 式 (2 -10) 代入 方程 (2-6)， 可 得 


下 区 全 = oncos 2 十 如 剖 in Te ,n = (2 -12) 


综合 式 (2-11) 和 (2-12) 可 得 


(Rt (T(t) 三 (Aucos ee 十 B,sin 2 jsin TE,n = 1,2,3,°* 


l l 
(三 13) 
上 式 中 A;;B, 是 任意 常数 。 
将 式 (2-13) 全 部 解 琶 加 起 来 可 以 得 到 
nnat :~ NANAat\ . nnx 2 
(r= D(A COS 十 B,sin )sin (2 — 14) 


根据 线性 偏 微分 方程 可 县 加 性 原理 ， 式 (2 - 14) 满足 控制 方程 和 边界 条 件 。 考 虑 到 

始 条 件 (2-3) 还 没有 引用 ， 也 就 是 还 没有 满足 ， 那 么 将 式 (2 - 14) 代入 式 (2 - 3)， 
ieee 

第 四 步 : 确定 待定 系数 

将 式 (2-14) 代入 初始 条 件 (2 -3)， 可 得 


PDAsin FE = pn) (2 —15) 
2 Bosin T= 9p(7) (2- 16) 
1 
按照 正弦 级 数 正 交 性 ， 可 以 求 得 
{ 
A, 一 了 | psin TEdz (2-17) 
B = | psin Szdz (2 ~ 18) 
”anna l 
这 种 完成 了 两 珀 国定 弦 的 振动 问题 求解 ， 问 题解 为 
os we (3| 2 sin we (2 | sin 2 ) |sin 3 
wz 一 之 > (3 p(x)sin dz)+s in 人 ,PT)sin 1 dz) sin 7 
(2—19) 


个 数学 物理 问题 既 包 括 边界 条 件 ， 又 包括 初始 条 件 ， 边 界 条 件 是 齐 次 的 ， 初 始 条 件 
是 给 定 ， 这 样 求解 中 根据 齐 次 性 的 边界 条 件 确定 特征 值 和 特征 函数 ， 再 根据 特征 函数 的 正 
交 性 利用 给 定 的 初始 条 件 确定 待定 系数 。 


2.2.2 矩形 域内 的 各 向 同性 热传导 稳 态 问题 
分 离 变 量 法 可 用 于 求解 热传导 方程 稳 态 问题 。 各 向 同性 热传导 稳 态 问题 偏 微分 控制 方 
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(3 9 a 


了 EE < 二 二 00 二 取 和 


方程 (2-20) 就 是 著名 的 拉 普 拉 斯 方程 。 


边界 条 件 为 
tf | ss 王 0 了 2 | 二 三 0 QE ye 
| 
7 2 | 去 过 
wy 


第 一 步 : 分 离 变量 
采用 分 离 变 量 法 求解 此 问题 ， 设 

u(x,y) = X(x)Y(y) 
将 式 (2-23) 代入 方程 (2 -20) 

X Crz) Yo) 


以 (z) Y(y) 
4 是 一 个 与 x 无 关 、 又 与 y 无 关 的 常数 。 式 (2 -24) 可 写 为 
X(x)++AX(r)=0 
Y(y)—AY(y)=0 
将 式 (2 -23) 代入 边界 条 件 (2 - 21)， 可 得 
XY = 0 Ca) = 0 
式 (2-25) 和 (2-27) 就 构成 了 一 个 特征 值 问题 ， 
es 二 六 


X(t0) = 0 Ca) = 0 
特征 值 为 。 下 面 需要 求解 这 个 特征 值 问 题 。 
第 二 步 : 求解 特征 值 问 题 


(2Z=203 


(一列 


(2.— 222 


(2 = 23) 


(2 一 2 


《也 一 25) 
(2 -26) 


(2—27) 


(2—28) 


求解 特征 值 问题 (2 - 28)。 不 同类 型 的 4 可 导致 不 同 特征 函数 ， 下 面 分 情况 讨论 : 


1) 当 X = 二 0 时 , 方程 (2-25) 的 通 解 是 
X(r) = Azr 十 B 
代入 边界 条 件 (2 -27)， 可 得 A 二 B==0, 4 ==0 不 是 特征 值 。 
2) 当 4 二 0 时 , 方程 (2 -25) 的 通 解 是 
X(z) 一 hey 十 Be v™ 
代入 边界 条 件 (2 -27)， 可 得 A 二 B==0, 4 二 0 也 不 是 特征 值 。 
3) 当 和 > 之 0 时 ， 方 程 (2-25) 的 通 解 是 
X(zr) 一 AsinVAz 十 BcosVAz 
代入 边界 条 件 (2 -27)， 可 得 B=0, cosVha 二 0 。 这 样 可 得 


Maa = Ga 十 也 Don = Ol ZB 


62 一 23) 


(2=30) 


(2—31) 
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和 二 ee (2 -32) 
2 a 
特征 函数 为 
车 《xy 一 Csin| (十 去 ) 亚 | 一 三 下 区 全 (2 -33) 


其 中 C, 为 任意 常数 。 

第 三 步 : 求 得 一 般 解 析 解 

分 离 变 量 参数 4 (特征 值 ) 确定 以 后 ， 就 可 以 推导 一 般 解 析 解 。 将 式 (2-32) 代入 式 
(2-26) 可 求 出 


27 十 1 
2a 


综合 式 (2-33) 和 (2-34)， en a 


Y,(y) = Csinhs 


2 


ny (2 — 34) 


u(x»y) = (5, sinh -一 一 一 x y 十 D,cosh ny )sin rr (2— 835 
将 全 部 特 解 又 加 起 来 ， 得 到 一 般 解 
u(x yy) = 2 (Csinh ry + D,cosh i ry )sin 也 二 zx (2 — 36) 
第 四 步 : 确定 待定 系数 
We (2 一 36) 代入 关于 y 方 向 的 一 对 边界 条 件 (2 - 22) 

4 = DD, sin Err — f(x) (2 -37) 
du _ 2n+1 /~ ，22 十 1 28 二 1，22+l 
5 之 (Cueosh 二 xb 十 D,sinh nb sin 2 rz 一 0 

(2 -38) 
考虑 到 特征 函数 [正弦 函数 (2-33)] 的 正 交 性 
| tr sin nrdz = Ss (2 = 39) 
根据 式 (2-38) 和 (2 一 39) 就 可 以 求 得 
区 ; 闫 二 | Dd pe (2 ~ 40) 
a Jo 2a 
Eoosh tl 4 Dslnh tl pe (2-41) 
2a 2a 
由 式 (2 -41) 可 得 
a nh tl (2 -42) 
2a 
至 此 ， 求 得 了 此 各 向 同性 热传导 稳 态 问题 一 般 解 析 解 。 


这 个 数学 物理 问题 与 2. 2 节 引 入 的 问题 不 同 ， 只 包括 边界 条 件 ， 而 没有 初始 条 件 ， 在 
边界 条 件 中 ， 一 部 分 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 另 一 些 边 界 条 件 是 非 齐 次 ， 求 解 中 根据 齐 次 性 的 
那 部 分 边界 条 件 确定 特征 值 和 特征 函数 ， 再 根据 特征 函数 的 正 交 性 利用 给 定 的 另 一 部 分 初 
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始 条 件 确定 待定 系数 。 这 个 各 向 同性 稳 态 热传导 问题 就 属于 一 种 典型 的 数学 物理 问题 . 
2.2.3 二 维 矩 形 域内 各 向 同性 热传导 非 稳 态 问题 


考虑 矩形 各 向 同性 介质 的 热传导 问题 ， 假 设 矩 形 介 质 四 周 绝 热 。 二 维 各 向 同性 热传导 
非 稳 态 问题 控制 偏 微 分 方程 为 


7 «( + = 0,0<x<a0<y<bt>0 (2 — 43) 
边界 条 件 为 
5 | = 0 | =0, 0< yb, t>0 (2 — 44) 
二 a = 人 = 0 0 , te0 oy 
初始 条 件 为 2 
ulo = oxyy), 0RISa, Oy (2—46) 
第 一 步 : 分 离 变 量 
设 
U(xyYt) = X(NY Cy) TE) (2 一 47) 


将 式 (2 -47) 代入 方程 (2-43)， 可 得 
Ka) , YE 1 TY 


Ny UB oT Bn 
此 等 式 成 立 ， 意 味 着 式 中 各 项 均 应 为 常数 ， 即 
X’(r)+yX(r) = 0, (2 一 49) 
Y(y)+vY(y) = 0， (2 — 50) 
T (十 MT 三 0， (2-51) 
其 中 jy,v,4 为 待定 常数 ,py 十 v 一 和 。 
将 式 (2-47) 代入 边界 条 件 (2 - 44)， 可 得 
XX (0) == OX Kay 0 (2— 52) 
将 式 (2 -47) 代入 边界 条 件 (2-45)， 可 得 
Y= 0Y = (2—53) 


这 样式 (2-49) 和 (2-52) , 式 (2-50) 和 (2-53) 分 别 构 成 了 两 个 特征 值 问 题 。 


las a 
X'(0) =0,X'(ua)=0 1 
Y’(y)+vY(y)=0 
| 和 NO (2-55) 
Y'(0) = 0,Y'(p) =0 


第 二 步 : 求解 特征 值 问题 
首先 求解 方程 (2 - 54) 。 根 据 与 上 节 类 似 的 步骤 ， 可 得 特征 值 
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p= (TE) wn = 0,1,2,3,.° (2 -56) 
特征 函数 为 
X, (7x) = cos “Lx (2=575 
a 
同样 可 以 解 得 特征 值 问 题 (2 -55) 的 解 为 
特征 值 
Wr. = ( 昔 ) m= 0,1,2,3,." (2—-58) 
特征 隐 数 
Y, (x) = es Ty (2 -59) 
2 


第 三 步 : 求 得 一 般 解 析 解 
注意 nn 和 m 互相 独立 。 根 据 求 得 的 特征 根 ， 结 合 方程 (2 - 51) 可 得 


Ta(D = Ae NS O01 2 mm = O03ls2s (2—60) 
其 中 
2 /nr 2 
hm pt = (|) ( 
这 样 可 得 解 
Wm (Ty) = X, Cz)Y, (Cy)T,,(t) 一 Acos rcos 5 @ he (2 -61) 
和 一 般 解 
nn mn ur )2 mx )2 | 
u(x,y;,L) = ty COS os bY [XY] (2—62) 
第 四 步 : 确定 待定 系数 
将 式 (2 -62) 代入 初始 条 件 (2-46)， 有 
SB nn Lu 
ula) |p = 之 2 Ameos sy = p(xr,y) (2'=.68) 
根据 余弦 函数 正 交 性 可 以 求解 式 (2 -63)， 
_ 4 1 A nn mn . 和 
Ain | ,PIT»Y)COs cos py drdy (2—64) 


至 此 ， 求 得 了 此 各 向 同性 热传导 非 稳 态 问题 一 般 解 析 解 。 

此 各 向 同性 热传导 非 稳 态 问题 更 具 特 点 ， 该 问题 控制 偏 微分 方程 包括 3 个 自 变量 ， 既 
包括 边界 条 件 ， 又 包括 初始 条 件 ， 边 界 条 件 都 是 齐 次 条 件 ， 这 样 根 据 齐 次 边界 条 件 求 得 2 
个 特征 值 问题 ， 确 定 特征 值 和 特征 函数 ， 进 而 求 得 一 般 解 析 解 ， 再 根据 特征 函数 的 正 交 性 
利用 给 定 的 初始 条 件 确定 待定 系数 。 这 个 各 向 同性 非 稳 态 热传导 问题 属于 一 种 典型 的 数学 
物理 问题 。 

在 以 上 几 节 的 讨论 中 ,我 们 研究 的 数学 物理 问题 都 是 控制 偏 微分 方程 为 齐 次 ， 定 解 条 
件 中 有 部 分 齐 次 边界 条 件 ， 而 初始 条 件 一 般 不 是 齐 次 条 件 ， 是 给 定 的 。 在 实际 问题 中 并 不 
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是 所 有 的 控制 偏 微分 方程 都 是 齐 次 的 ， 也 有 边界 条 件 均 不 是 齐 次 的 情况 。 但 是 齐 次 偏 微分 
方程 和 齐 次 边界 条 件 在 分 离 变量 法 中 起 到 的 关键 作用 ， 只 有 方程 和 边界 条 件 (至 少 是 部 
分 ) 是 齐 次 的 ， 分 离 变量 才 得 以 实现 。 要 运用 分 离 变 量 法 ， 就 需要 对 控制 偏 微分 方程 进行 
处 理 , 或 者 对 边界 条 件 进行 处 理 , 创造 使 用 分 离 变 量 法 的 条 件 ， 当 然 能 做 到 这 些 基 础 是 线 
性 偏 微分 方程 的 可 县 加 性 。 如 果 方 程 和 边界 条 件 不 是 齐 次 的 ， 分 离 变 量 法 的 基本 原则 仍 能 
适用 。 本 节 方 法 可 以 讨论 非 齐 次 方程 的 情形 。 

对 于 具有 非 齐 次 项 偏 微分 方程 问题 ， 可 以 有 两 种 方法 处 理 此 种 偏 微分 方程 ， 一 种 是 将 
边界 条 件 保持 齐 次 ， 将 方程 齐 次 化 。 男 一 个 是 按 相应 齐 次 问题 特征 孙 数 展开 .就 是 寻找 一 
组 特征 函数 {X,(x),n 二 1,2,3,…) ， 如 这 组 特征 函数 是 完备 的 ， 那 么 就 可 以 将 所 要 求 的 
解 及 方程 非 齐 次 项 按 此 特征 函数 展开 ， 代入 控制 偏 微分 方程 及 定 解 条 件 , 求 出 问题 解 。 

对 于 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 ， 也 是 实际 求解 中 经 常 遇 到 的 问题 。 齐 次 化 非 齐 次 边界 条 
件 也 需要 将 待 求 函数 分 离 为 两 个 函数 ， 一 个 为 自行 选择 的 特 解 函 数 ， 它 满足 非 齐 次 边界 条 
件 〈 不 需要 一 定 满 足 控制 偏 微分 方程 ) ， 而 另 一 个 函数 为 新 待 求 函数 ， 把 这 个 新 待 求 函 数 
释 加 特 解 函 数 ， 并 一 并 代入 满足 控制 偏 微分 方程 和 边界 条 件 ， 这样 就 得 到 非 齐 次 控制 偏 微 
分 方程 和 齐 次 化 的 边界 条 件 ， 初始 条 件 一 般 还 是 非 齐 次 的 ， 这 样 根据 介绍 的 非 齐 次 项 偏 微 
分 方程 解法 ， 就 可 以 求解 出 问题 最 终 解 。 由 于 需要 寻找 的 特 解 函 数 只 需要 满足 边界 条 件 . 
这 样 可 选择 的 余地 就 很 大 了 。 当 然 最 理想 的 情况 就 是 新 特 解 函 数 既 能 满足 非 齐 次 边界 条 
件 ， 又 能 满足 控制 偏 微分 方程 的 齐 次 化 ， 这 样 新 待 求 函数 就 比较 简单 了 。 

对 于 分 离 变 量 法 处 理 的 数学 物理 问题 ， 需 要 所 研究 的 偏 微分 方程 可 以 分 离 变量 ， 同 时 
定 解 条 件 改 变 后 ， 解 就 变化 了 。 还 可 注意 到 ， 分 离 变 量 法 实施 过 程 中 ， 所 涉及 的 函数 都 是 
实数 形式 。 所 以 也 可 以 将 本 章 介 绍 的 分 离 变量 法 称 为 实数 分 离 变量 法 。 实 践 表 明 ， 实数 分 
离 变 量 法 大 都 局 限于 各 向 同性 数学 物理 方程 ， 而 对 于 描述 各 向 异性 物理 问题 的 各 向 异性 数 
学 物理 方程 需要 发 展 新 的 数学 物理 方法 。 
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3.1 概述 


本 书 第 2 章 介绍 了 分 离 变量 法 。 分 离 变量 法 是 一 种 重要 的 数学 物理 方法 ， 构 成 了 线性 
偏 微分 方程 和 各 向 同性 数学 物理 方法 的 基石 。 但 分 离 变 量 法 适用 有 一 定 限制 ， 一 是 对 偏 微 
分 方程 要 求 能 分 离 变 量 ， 二 是 需要 根据 不 同 定 解 条 件 求解 偏 微 分 方程 ， 三 是 对 于 非 齐 次 偏 
微分 方程 和 非 齐 次 定 解 条 件 处 理 比较 麻烦 。 对 于 各 向 异性 数学 物理 问题 ， 其 控制 偏 微分 方 
程 基本 不 能 分 离 变 量 ， 此 类 数学 物理 方法 解析 求解 十 分 困难 。 由 此 ， 数 学 物理 方法 需要 进 
步 。 本 书 作者 在 求解 各 向 异性 矩形 板 横向 弯曲 问题 时 .采用 了 直角 坐标 系 下 求解 各 向 异性 
矩形 板 横向 弯曲 控 制 方程 边 值 问题 的 复数 级 数 形式 解 思想 。 研 究 表明 复数 级 数 方法 是 数学 
物理 问题 的 一 个 基本 方法 ， 可 以 用 来 求解 众多 数学 物理 问题 。 进 一 步 研究 表明 ， 复 数 级 数 
方法 实际 上 是 一 种 广义 的 分 离 变量 法 ， 只 是 在 复数 空间 分 离 变 量 ， 过 程 中 所 涉及 的 函数 者 
是 复数 函数 ， 所 以 作者 将 复数 级 数 方法 也 称 为 复数 分 离 变量 法 。 本 音 第 一 部 分 主要 介绍 矩 
形 域 下 各 向 异性 数学 物理 方程 的 复数 级 数 求解 方法 (复数 分 离 变 量 法 )。 本 音 第 二 部 分 主 
要 介绍 斜 形 域 下 各 向 异性 数学 物理 方程 的 复数 级 数 求解 方法 (复数 分 离 变 量 法 )。 本 音 还 
提出 了 数学 物理 实数 化 原理 。 


3.2 直角 坐标 下 偏 微分 方程 复数 级 数 方法 实施 过 程 


3.2.1 各 向 异性 矩形 板 横向 弯曲 问题 


芬 虑 各 辕 异 性 矩形 板 柜 向 弯曲 问题 ， 板 长 为 4a， 板 长 6%， 厚 度 h 用 。 板 在 四 边 边界 简单 支 
返 ,， 板 面 承 受 横 向 载荷 为 qzCzyy) 为 找 度 函数 , D, (i 二 1.2;j = 二 1.2,6) 为 弯曲 刚度 和 矩阵 


单元 
各 问 噶 性 徐 形 板 板 槛 癌 弯 出 控制 方程 为 
i DD I on! > 
Wh 
中 0E 0 IE NN 0 77 ) E on 
G3 = 1) 
本 章 引 入 了 了 如 下 无 旺 纲 最 
| _y 。 .六 WT qa 
四 a “1 56" < b Sr h hn 
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各 了 问 异 性 板 警 肝 问 题 可 归结 为 求解 傅 微 分 方程 G3- 了 的 过 与 俐 问题 : 求解 思路 如 
下 :直接 从 榨 制 方程 出 发 ， 建 立 偏 微分 方程 的 一 和 股 鲜 .将 求 和 能 的 一 股 艇 带 入 边界 条 件 .， 相 
据 正 汞 级 数 的 正 交 性 建立 一 组 线性 方程 ， 从 而 从 定 待定 常数 .县 体 过 程 如 下 : 

(1) 章 次 解 及 补充 解 推 导 

假设 方程 03 =- 1) 有 如 下 级 数 解 


TV 3 (De (3 = 2 


其 中 语 = 一 1 ; 以 为 整数 . 
将 起 (3-2) 带 人 方程 (3 -1)， 可 得 


SD ty 一 二 CE 和 df — (Ds 2D, Jo” (vr d/ 
0 dn dy 
liD ,a ene de a Ey 《3 -3) 
dy dy 
举人 
当 yn 半 0 但 假设 
fu = (ne C= 下) 


上 而 mw 不 等 于 0: (是 待定 复数 常数 .pp 足 特 征 根 
将 式 (3-27》 和 (3 -4) 带 人 方程 (3 一 3)。 导 出 方程 (3 - 
D4Diap T+20Ds typ 1D pr Dob' 二 (3=5)} 
方程 (3 一 5) 为 各 疝 异 性 矩形 板 弯 山 人 篇 微分 方程 的 特征 方程 求解 上 上 式 ， 对 任 一 妆 ， 
对 于 各 问 异 性 矩形 板 弯 由 偏 微分 方程 特征 方程 (3-5) 可 得 四 个 特征 根 


= ( 天 二 二 2 (3—6) 
对 特定 的 站 、 特 征 根 必 十 训 .相应 级 数 项 为 
Wp = (i (3—7) 
其 中 如 i, 是 复 常数 ,Gs 三 全 十 Grass 是 实数 
对 应 同一 丰 、 特 征 根 w 一 启 ， 对 应 级 数 项 为 
Wi SS Cw We (3 和) 
其 市 Co 是 复 常 数 ,Gy 一人 十 iD aa assw 是 伙 数 


对 应 wx 和 共 纺 复 根 a 士 这 ， 对 应 级 数 项 合 写 为 
了 

= Oe hy Wy a ,ay 

== "Fo sinh (nahn) cos wnt a 十 各) | 二 Cio COsSh( mb ) cosl Nin(uy 十 二) 
人 sinh Caxbn) sinLma( ay 十 EE) | 二 Gi sinh( Mma) sinL ma(ay 十 二 ) | 十 
(ra sinhCmabn) cosL mn( a El CG cosh(mab, nCosL mnla, 六 十 <) | 十 
人 sinh(Cmrj7D)sinLr(tcey7 十 人 十 Ce sinhCnabn)sinLin(arn t+ é€) 

(3= 0 


其 中 Ga sCopm Cr Gom 是 实数 ， 且 可 从 Go sw 5 CasasGaw 变换 而 米 
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了 全 


对 应 一 ww， 对 应 特征 根 是 w 土 议 。 采 取 相 似 的 步骤 ， 对 应 二 m 和 ai 士 i ， 相 应 级 数 项 为 
Wis., = = Gh, sinh (mabrn) cosL nna 十 &) ] 十 Cn cosh(mabn) cosLan( a 十 &) ] 十 
Gm SinhCnaxben)sinLma(an tt © — Gm sinhOanbn)sinL ma(an 十 二 ) + 
i {Gin sinh (maben) eos mn( ay 二 1] 一 Gi cosh(mabn) cosL mn(arn 十 )j 十 
ine sinh mabn) sinL mn a 二 Eo CG sinh (mb 7)sinL mala 十 )]) 
(3 一 10) 
其 中 加 和 Go Gom ;Gm， 是 实数 。 
对 应 六 和 一 rw 对 应 级 数 项 合 写 为 
Wi = Wh, + Wi (3=11) 
范 虑 到 搁 度 消 数 是 实际 物理 量 , Ww 的 虚 部 应 是 0。 这样 .将 式 (3-9) 和 “(3 一 10) 
代入 式 (3 一 11) ,Wi 的 虚 部 为 0 条 件 ， 可 得 


Cn 一 一 Ci 

Ws 

i, = 

{iit = Cry (3- 12) 


可 与 为 
Wi = 20 Sinh Omabyn) eosLmala, 7 二 全] 十 2Cpm. cosh( wrb, 7)cosLmn(arm 十 jj] 十 
2 sinh Onanb.n) sinL man( ay 十 &) 十 2G sinh( mnbn) sinL malay 十 二 ) | 
(3=- L3) 
鉴于 很 大 时 .sinh(mxb 7) 可 cosh mab, 7) 还 渐 接 近 . 基本 稻 隐 数 也 浆 渐 趋 于 线性 
相关 ， 有 由 此 引入 变换 和 窍 阵 。 


. ser CON( mras) cd mp SI mma } 
05 : 二 一 cos(Mr) 一 Gi tanh (mnb, ) | 


sinh (mb, ) 


(rm = Os Gri 


-COSCMNA) 一 (wy tanh (mb, ) | 


FC COS(Wnas) Gam sin(Cmna ) 
(7 kn 二 0. 5[ 


sinh (mab ) 
(inne SS rt 
(C34 
引 人 式 (3-14)， 将 式 (3 -13) 改写 为 


W. = i sinh (mxbn) sinmaL ar (1 “= &| 4 sinh[ mab; (1 一 1) Jsinma( a 十 | 
而 ln Sinomb sinh (mb ) 


sinh (mabrn) cosmrl ar(1—y) +1—é| 6 sinh[ mab, (1 一 WD eosmnl ary + é) 
a 了 kt 本 


人 Cr 5 
sinh (mb, ) sinh (mab,) 


这 样 可 推出 方程 (3 一 1) 实数 形式 解 
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访 寺 


\. sinh Cnnbin) sinmaL a 二 天 在 1 二 é] 
为 全 二 | 
1 Ri sinh (mab,) 


1 


by py sinhl mr (1 一 7) sinma( ay 二 人 ， 


pr sinh (mab, ) 


(3 一 16) 


py ye 当 sinh(mx7 )cOSMLw (1 一 7 十 1 一 二 | 
] 


sinh (mab, ) 


m= 1 


: yo sinhL mb (1 一 1) jcosmn(arn 十 2) 
-了 1km 


pe sinh (mb, ) 
其 中 G;,() 三 112,3:4) 为 任意 待定 常数 . 

当 汉 为 0 时 ， 可 推出 补充 多 项 式 
W= f/f foly— 0. 5) 二 f3(7 一 0. 5 十 广 (7 一 0. 局 (3—17) 


考虑 到 一 般 情 况 ， 又 可 设 如 下 级 数 解 
T= Ye er {= 1 
其 中 是 整数 ,了 关 0; Q@ 为 虚数 。; 是 特征 根 。 
采用 以 上 步 双 可 推出 男 一 特征 方程 (3-19) 及 其 四 个 特征 根 (3 = 20) 
Dus' 4Diwat2CD;; 十 2 站 产 十 二 Do 十 Da 三 0 (3= 19) 
vy 站 Yes (k= 二 1， 2) (3.= 20) 
同样 可 推 得 另 一 级 数 解 


Wx* = 3 Si sinh(Czrcue)sinzrLe (1 一 5 十 1 一 va 


sinh (naxdi) 


sinhLnxd, (1 — é&) |sinnax(cé + y) 
DF Sos, sinhande(l ~ 8) iman(cé + np) | 


sinh(nxd,) 


2 a 
Sh, sinh Cndsé Ycosar[o (1 —O+1lo 上 
Ut sinh (nxd; ) 
py ya sinhL rc (1 一 &E) jcosnn(eé 十 7) 
人 sinh (nnd,) 
当 为 0 时 ,可 得 出 另 一 补充 解 
评奖 二 gi 圭一 半 CE 一 (0.8) 十/(E 一 DD, 5 入 ee 


(2) 特 解 
根据 载荷 形式 可 以 由 方程 (3 -1) 推出 特 解 。 对 于 均 布 载荷 g. 特 解 W, 可 给 出 如 下 形 


六 公 一 盐 ” 人 二 区 了 1 一 和 es 
50 Di 和 Da 4( Di, + 2D Ya’ ] 一 


(3) 构建 一 般 解 析 解 
根据 线性 偏 微分 方程 解 的 可 大 加 性 原理 .可 将 齐 次 和 解 、 特 解 、 补 充 解 及 以 .7 表示 的 
交叉 多 项 式 组 合 起 来 , 可 得 到 以 和 .7 形式 表示 的 一 股 解析 解 : 


第 3 音 直 ( 斜 ) 角 坐 标 系 下 的 偏 微分 方程 复数 分 离 变量 法 〈 复 数 级 数 方法 ) * 8381。 


3 Vi sinh (mrbrn)sinmr [Lar (1— 六 一 全 外 


sinh (mab) 


-，、 sinh[mmr (1 一 7) jsinmn( dn 十 E) 
> ee 十 


sinh (Cnnb, ) 


> ya sinh(zrclE)sinnrLe (1 一 6) 十 1 一 帮 
1 4 和 sinh (nxd,) 


by 2 sinh[ nxd, et 十 7) tr 
(3 —24) 

LI 一 各) 十 on 一 人 11 一 人 力 ] 十 
忆 L(1 一 力 (人 一 36 十 26) 十 486 一 与 71 一 妇 ] 十 
和 [7 大 一 3 十 26) 一 661 一 名 7C1 一 作 ] 十 
Lo) (te) it ol y+ 
tLé(7— wy ) tél Col y+ 
HL C—O—37 二 +2) + tt(l mp1C—Dj+ 
[LE 太一 十 2) 一 fC 一 人 wb1 一 若 j] 十 
i Ll 一 和 A 一 六 2) 一 一 前 WL 一 坊 ] 士 

一 全 (一 力 十 toy(1 一 和 十 (1 一 四 十 tz 合十 W， 
其 中 Gi ,Gam ,Qi sQow wi(j = 1,2,3,…,12) 为 待定 实数 常数 . W, 是 特 解 ， 

3D' 3aDy 


”2D " CH 2Dey 


~ 


ti 


(4) 边界 条 件 
简 支 边界 、 固 支边 界 和 自由 边界 可 表示 为 


Sw = M, 三 必 
C:w 一 aW_, 
nr 
0 
FiQ:.+ SLM,-0 (3.— 25) 
0 


(5) 角 点 条 件 
在 上 述 的 解析 解 中 ， 引 入 多 项 式 形 式 的 补充 解 可 以 处 理 复杂 的 边界 问题 。 由 于 正弦 级 
数 在 边界 端点 间断 ， 需 要 补充 角 点 条 件 。 下 面 给 出 一 些 典 型 的 角 点 条 件 。 
1) 四 边 冉 支 板 
W (0, 0) =0, W (1, 0) =0, W (1, 1) =0, W (0, 1) =0 


aW(0,0) 0 AWOO0) 0 AWD -0 aW(O0,1) _, 
9é ”Dé ” og ”a€ 

aWD oy 0 WO, IW 0 Wl) , 
o 7 0 7 0 7 0 7 


2) 四 边 简 支 板 
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WD) = 0 WO = 0 WHOL} SS0 WD) 由 

对 于 晨 碘 板 问 题 ， 每 一 个 自由 角 点 处 的 和 合 六 力 相 双 国 总 逢 也 构成 六 3 个 角 点 条 件 

实际 计算 中 、 设 六 三 六 .大 最 大 服 M， 解 析 解 (3=24) 共有 12M 十 这 个 术 肌 数 。 对 
于 和 定形 板 窜 几 问 题 ， 共 有 8 个 独立 的 边 罕 笨 件 。 将 解析 艇 代入 5 个 边界 条 件 中 形成 8 个 
方 保 ， 将 所得 仁 个 方程 展 成 加 项 正 束 级 数 ， 可 以 得 色 8M 个 线性 代数 方程 ， 在 四 个 角 点 
(0 0 (1 0). (1 1). (0. 1). 根据 该 处 接 度 、 灾 答 或 综合 前 力 平 衡 条 件 可 有 12 个 
角 点 条 作 ， 叉 可 建立 12 个 线性 方程 .这样 总 共 建 立 SM 十 12 个 线性 方程 ， 对 你 如 铺设 
维 增 坚 复 合 付 料 趾 形 概 伐 辣 花 册 工 阶 偶 徽 分 方程 林 质 问题 得 解 


3.2.2 德 形 域 各 向 异性 稳 态 热传导 复数 级 数 方法 解 


萎 卡 各 国足 性 矩 形 域 (a 6) ， 其 稳 态 温度 场 控 制 方程 为 : 


让 让 a 
kn 昌 me 2k Wh 1 Ei k u 罗 = OR 《 动 |= 2 
5 J EN In 
zk, = kecos O04hsin0. kk, = (hk Oo kk)sin0cosd. ke, = Acos0 十 Asin 
信 中 4. .ks 为 导热 系数 ; 有 和 大 代表 主导 热 系数 :0 为 各 向 异性 角 。 TGs. 为 温度 .4 
为 站 信条 积 癌 源 丽 歼 , a 三 时 ,# 一 工 ,一半 。 
1 u pb 


(1) 齐 次 解 和 补充 和 解 求 解 
设 方程 (3-26) 有 如 下 章 次 解 


其 中 关 王 一 1 。 
出 : 设 
fa Gp = Me ($= 28) 
其 中 x 不 能 为 0 人 为 待定 虚数 常数 ， 关 是 特征 根 。 
将 式 (3-27) 和 “(3 一 28) 代入 方程 (3 一 26)。 可 得 
Ri 二 2kwap tT hua Ap =0 C= 
求解 方程 (3 -29). 可 得 特征 根 
p=u ti (3 = 30) 
天 齐 次 解 可 以 表示 为 如 下 实数 级 数 ; 


SA 网 sinhmab ysinmaL a } 一 加 下 二 E 
Re [bY 


re sinhmab 


LA Sinhmr (1 Oo Dsinma(ary $) 


Di 


sinhmab (3—31) 


sinhmab, VI | Wm 2 hen oll el 


sinhmab 


sinhmaxbi (1 — eosmn(aryt é) 


sinhwab 
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其 中 A (j 一 1.2.3,4) 为 任意 实数 常数 。 


当 罗 二 0. 根据 常 微 分 方程 理论 可 以 求解 出 一 组 补充 解 。 
萎 虑 一 般 性 ， 笛 设 


se 总 Be™e /1 


其 路考 0，B 为 待定 复数 常数 . s 是 特征 根 .。 
类 似 地 ， 可 得 另 一 个 特征 方程 (3-32) 和 2 个 特征 根 
kis 十 2Aizas 十 kaa 一 0 


od (13 


另 一 组 人 工 齐 次 解 可 表示 为 


(3 = 30 


sinhnxdi (1 — §)sinnan(c én) 


sinhwrclSsinzxrlLct(1 一 上 十 1 一 中 4 


Sinbhwrcl 


二 
al sinhnuxdi 
六。 Sinhzrel Seosnal | va 起 种。 sinhzrcl (1 本 <E)coS7rCCcIE 十 7 
Sinh7zrel sinhaxdi 
4 ， 可 以 求解 出 另 一 组 补充 解 。 
(2) 特 解 


方程 (3 -26) 特 解 相对 容易 求 得 
TT 二 gu TS — &) 下 也 1 - 


在 域内 均 布 热源 0 特 解 TT 
四 7 


(3) 一 般 解 析 解 


根据 线性 偶 微 分 方程 解 的 可 生 加 性 原理 ， 可 将 齐 次 解 、 


到 以 < .了 形式 表示 的 一 般 解 忻 解 


| An Q R22 


补充 解 、 


特 解 组 合 起 来 ， 


(3— 34) 


可 得 


Sj 六 sinhmab 人 i 1 十 ) | 


| sinhyanbi nsinmal a (1 一 7) 十 1] 一 
T= 5 A, Sh pinuend en (1 —y 
2 机 sinhwzrA 
ip sinhuxdiésinnL (c (1—8) 二 1 va FB sinhnrxdi (1 一 sinnx(cé 十 7) ， 于 
| sinhuxd sinhnndi 
Pil + he op +hél m+ pLédl &)] 1 
PL 一 和 一 AS 一 外] 十 了 
【全 一 入 0) 
执 中 Ai BB pr(j = 1,23d》 为 待定 常数 ,和 = 
~ jl 
(4) 边界 条 件 
几 出 边界 条 件 有 3 类 : 
13 = 
‘ 0 TT | 下 
多方 = 2 En 大 Fy =g C3 =87) 
0 0 1 
本 ki 要 kia TT—7 


。341 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 也 数 


(5) 角 点 条 件 

在 上 述 的 解析 解 中 ， 引 入 多 项 式 形 式 的 补充 解 可 以 处 理 复 杂 的 边界 问题 . 由 于 正弦 级 
数 在 边界 端点 间断 ,需要 补充 角 点 条 件 。 对 于 和 矩形 域 . 一 般 有 4 个 角 点 条 件 ， 

(6) 求解 

根据 热传导 理论 ， 可 以 容易 得 到 ,4, 关于 待定 常数 的 表达 式 。 实 际 计 算 中 ， 设 m 王 
n， 最 大 取 M、 解析 解 (3-36) 共有 4M 十 4 个 未 知 数 。 对 于 矩形 域 热传导 问题 . 共有 1 
个 独立 的 边界 条 件 。 将 解析 解 代 入 4 个 边界 条 件 中 ,形成 上 个 方程 ， 将 所 得 每 个 方程 展 成 
M 项 正弦 级 数 ， 可 以 得 到 4M 个 线性 代数 方程 :在 四 个 角 点 (0，0). (1. 0)，(1， 1)、 
(0，1)， 可 有 4 个 节点 条 件 ， 又 可 建立 4 个 线性 方程 ， 这 样 总 共 建 立 4M 十 4 个 线性 方程 ， 
各 问 异 性 和 矩形 域 稳 态 热传导 问题 得 解 。 


3.3 斜 角 坐 标 下 偏 微分 方程 复数 级 数 方法 实施 过 程 


平行 四 边 形 的 各 向 异性 斜 形 板 在 工程 中 获得 了 广泛 应 用 . 求解 平行 四 边 形 域 的 数学 物 
理 问 题 ， 斜 坐标 是 合适 的 选择 。 斜 坐标 的 引入 ， 增 加 了 要 研究 的 偏 微分 方程 的 项 数 ， 特 别 
是 增加 了 关于 待 求 顶 数 关 于 斜 坐标 的 奇 次 交叉 偏 导 数 . 这 使 得 常规 分 离 变量 法 不 能 适用 于 
斜 坐 标 下 的 偏 微分 方程 的 求解 ， 无疑 这 种 情况 下 ,本章 引 人 的 复数 分 离 变量 法 (复数 级 笋 
方法 ) 可 以 有 所 作为 。 本 但 应 用 复 级 数 方法 给 出 各 向 异性 斜 形 板 横 向 弯曲 和 和 斜 形 域 稳 态 温 
度 场 解析 求解 。 


3.3.1 各 向 异性 和 斜 形 板 横 向 弯曲 问题 


(1) 斜 板 理论 分 析 
考虑 各 向 异性 斜 形 板 ， 板 长 为 wk， 板 宽 为 和 4， 厚度 为 /， 斜 角 为 83。 板 在 四 边 边界 简 


支 ， 板 面 承 受 均 布 载荷 q。 

人 7 

1 

| 

0 1 E 

图 3-2 
在 直角 坐标 系 中 ,各 向 异性 板 横 向 弯曲 控制 方程 为 
0 lw - 人 lo 0 lw 0 lr 0 la 
1 n A 本 启 周 人 一 
Dn nr! +4Dr 0z Ay 让 0 TD A Nx 2 Av! 4 
(3 883 


引入 和 斜 交 坐 标 系 (Son) 及 无 量 纲 量 
(Lvy) 入 dQ 


WwW <， 9 
(1 h h 


‘é=(r— ygB) la, y= y/(beosB) ,a = . (3 — 39) 
) 
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在 斜 交 坐 标 系 中 ,方程 (3- 38) 可 改写 为 


| 1 
: LL 时 + 2Sy0: ps 
OE OE 97 OE ) 7 


aiwWw 
97 


5S: 


| 
过 


oaWw 
一 
9 7 Gs 


其 中 
Su 一 Di 一 4Disctg8 十 2(Du + 2Dss)ectg’:B— 4D2 ctg:B++ Dzzctg'B 
Si = (3D,sctg :B+ Dis — (Dis + 2D;ss )ctgB — Dz,ctg’ B)/sing 
4 Sz = (Dis+2D;ss)/sin’B— 6D2sctgB/sin’ B+ 3Dzsctg:B/sin’B (3— 41) 
Sa = (D,s /sin’B— DctgB/sin’ B) 
8, = Dt l/singy 
在 直角 坐标 系 中 ， 简 支边 界 条 件 为 
凯 一 0 
M,=0 (3— 42) 
人 = M,cos0 + M,, sin20, 十 Msin20， 
其 中 9 为 边界 法 线 与 x 轴 的 夹 角 。 
在 斜 坐标 系 下 , 应 用 式 (3-39)， 可 将 M, 用 W 关于 &, 7 的 偏 导数 表示 ， 这 样 四 边 简 
支边 界 条 件 可 表示 如 下 : 


/$= 0,1 sW = M:=0 


(3 -43) 
(y= 0,1 ,到 三 0， M,=0 
式 中 
(st ee 
dE 0 7 0 (0) 7 
1 ) :人 jy 2W j:W 人 
|w =— (Dm B+ Dy “5 + 2Dzey > 
He f 7 0 | 7 
{Diis = (Disin28 十 2( Ds 十 2D's )cos*B 十 D,,ctg Beos’B— 
4D1ssinBcosB— 4D;, cos* BctgB) (和 外 
a 
Ds = (Di + Dizctg:B— 2DuctgBa (LY 
a 
JDiis = (— (Di; + 2D;ss)cosBt 3DzsctgBeosB— D2,ctg’ BeosB+ Dissinpa( Lt)? 
a 


Ds,, = (Di 十 D,,ctg’B— 2DuctgB) (4)? 
u 


Dy, = Dua’ /sin’ BC )? 
u 


Do, = (— DactgB/sing+ Da /sinp)a( 4)? 
a 


(3—45) 
在 斜 形 板 各 角 点 (0，0)，(1，0)，(1，1)，(0，1) 处 ， 板 挠 度 、 转 角 及 弯 矩 ( M;， 
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M, ) 或 综合 前 力 均 应 满足 角 点 条 件 约束 这样 总 共有 12 个 角 点 条 件 

(0 出 板 横 向 穹 曲 一 般 解 析 解 

CO 
角 点 条 件 ) 下 的 边 值 问 题 ， 按 照 第 本 这 3.2 贡 的 求解 步 虽 、 可 得 竺 形 概 懂 问 容 肌 问题 一 盘 
和 解析 解 


Pe 


py Si sinh(mabn) sinmala(l ot1l— él, 


sinh (wapb, ) 


ph Sn 所 光 sinhl mxb, (1 一 2) Jsinmn( a 十 二) 


人 sinh (Cah, ) (3 46) 
CR x S Ceti = 抱 直 说 二 圳 | 
STS inh (nxdié) vin eo 二 二 和 
| 2 sinh (nxd,) 
Ne sinhl nxd, (1—é&) Jsinnx Ce ji 77) 
2 Zo sinh (nnd ) 
Wi 二 W, 

其 中 Wi 为 补充 艇 、 具体 形式 如 下 
Wi = 
(Ln(é— 7) Wtl = 人 Wl= 7) | 十 
籽 L 人 1 一 区 一 3 十 28) 击 力 工 一 和 70 一直 十 
8 工人 ( 旬 一 BE 二 28) 一 如 6 一 外 7 一 帮 ] 
AL(1L 一 帮 ( 一 后) To CO—Dj+ (3— 47 
tLé(g oy) ol Coe) 
l 1 —é)(y 37 十 罗 下 ar 全 一 站}j(1 一 争 寺 
tLé(T — 3 2 — tot An p11 
i Ll — él 一 1 一 功 ] 4 
a = (l= 7) tun 1 一 各 二 .zyj 计 (L 一 7) 二 Sy 

i 3 305 1 5 s : i a 
上 式 中 心 5 三 i Gi vi Qi Qu (= 1 和 2.3.… .12) 为 待定 实数 常数 


Sa 国 S22 
W,, 为 方程 (3 -40) 的 特 解 。r、 2 为 下 整数 .wu 土 ih， a 土 ib; (7 为 虚数 单位 ) 为 特征 方 
程 (3-48) 的 特征 根 i. 、r3.， 


Su 二 4Surm 二 +2Swa 让 十 4Sua rr 二 Suria 一 0 (3— 18) 
局 土 idi 、cG 土 id; (i 为 虚数 单位 ) 为 特征 方程 (3 一 49) 的 特征 根 5 、 5. 
Sind 48mns e238 a Si 4+'8.ia 0 (3— 49) 
对 于 均 勾 载荷 己 ， 选择 特 解 如 下 
WwW, = PEELE-O: FUT | ON,) (3-50) 
Si Sra [Sa 


实际 计算 中 , 设 = 二 n,m 最 大 取 M ， 解 析 解 (3 一 46) 共有 8M 十 12 个 未 知 数 ， 对 
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于 和 斜 形 板 弯 遇 问 题 ， 共有 8 个 独立 的 边界 条 件 。 将 解析 解 代 入 8 个 边界 条 件 中 , 形成 8 个 
方程 、 将 所 得 每 个 方程 展 成 M 项 正弦 级 数 。 根 据 正弦 级 数 的 正 交 性 ， 可 以 得 到 8M 个 线性 
代数 方程 ;. 苍 虑 到 止 弦 级 数 展开 端点 间断 性 ， 在 4 个 角 点 处 建立 12 个 线性 方程 ， 这 样 总 
共 建 立 8M 十 12 个 线性 方程 ， 可 以 求解 8M 十 12 个 未 知 数 ， 这 样 各 向 异性 斜 形 板 横向 弯曲 


问题 得 解 ， 
3.3.2 各 向 异性 斜 形 域 稳 态 温度 场 解 析 解 


在 直角 坐标 下 各 向 异性 热传导 方程 为 
可 :下 a 


一 十 2 E Cy w 3= 51Y 
k je 上 ey FF ki Ty q ( 5 
芍 虑 各 站 异性 斜 形 域 ， 引 入 冬 坐 标 变换 
T= uatecosB:y = psinp (3= 52) 


可 将 x 一 y 坐标 系 下 的 斜 形 域 变换 为 斜 坐标 一 wp 下 的 正方 形 域 。 
引入 斜 坐 标 变换 式 (3 - 52)， 控制 方程 (3 -51) 改写 为 


A 5 -bie jt he 二 = ga? C3 = 5 
其 中 
Ks, = (hi — 2kictgB+ kctg:p) 
Mii = ee (3 -54) 
让 
sin 有 
三 十 为 如 下 特征 方程 的 根 
Ks 十 2Kiop 十 Ko(pi)=0 (3 一 8) 
$5 三 器 土 iWi 为 如 下 另 一 特征 方程 的 根 ， 
Kis 2Kias + Kwa 一 0 (3—56) 


采取 类 似 卡 又. 可 得 斜 形 域 温 度 场 一 般 解 析 解 
三 二 就 i sinhwh iD a (1 一 过 十 一 )] 平 总 Sinhwzr (1 一 Sinmna(a yt é) 


pe sinhmrb sinhmnb 


十 


S51 1B,, sinhuxdiésinnx(c (1—é€)+1 = 十 有 sinhnnxdi (1 — é)sinnax(eé+ va 十 


sinhnxal sinhnxd 
pilithé let pL oo +h él om pL 一 7) 一 hst(1 一 各 jj 十 
Piglet mj+T" 
(3 -57) 


- 


其 中 Aii Az,Bi,,B,p,(j 二 1,2,3,4) 为 待定 实数 常数 ,hs = Re 。m，n 为 整数 ，T” 
为 特 解 。 
按照 短 形 域 求解 方法 ， 可 以 求解 斜 形 域 温度 场 问题 。 实 际 计算 中 ， 设 m==n，m 最 大 
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取 M， 解 析 解 (3-57) 共有 4M 十 4 个 未 知 数 。 对 于 斜 形 域 热 传导 问题 ， 共 有 + 个 独立 的 
边界 条 件 。 将 解析 解 (3 -57) 代 4 个 边界 条 件 中 ， 形 成 4 个 方程 ， 将 所 得 每 个 方程 展 成 
M 项 正弦 级 数 ， 可 以 得 到 4M 个 线性 代数 方程 ; 在 四 个 角 点 (0，0)，(1, 0)，(1. 1)， 
(0，1)， 可 有 4 个 角 点 条 件 ， 又 可 建立 4 个 线性 方程 ， 这 样 总 共 建 立 4M 一 上 个 线性 方程 . 
各 向 异性 和 斜 形 域 稳 态 热传导 二 阶 偏 微 分 方程 边 值 问题 得 解 . 


3.4 数学 物理 实数 化 原理 


对 反映 物理 问题 规律 的 数学 物理 方程 来 说 ， 部 是 实数 形式 的 方程 ,在 现实 世界 中 描述 
真实 物理 量 的 数学 量 也 是 实数 形式 。 如 果 采 用 复数 形式 的 函数 解 求 解 实数 形式 的 数学 物理 
方程 ， 所 得 的 函数 还 是 虚数 形式 的 ， 物 理 意 义 就 难以 实现 ， 换 一 种 说 法 .如 果 复 数 消 数 是 
数学 物理 问题 的 真实 解 ， 那 么 复数 函数 一 定 能 是 实数 函数 。 具 体 来 说 ,就 是 所 得 复 变 函数 
解 的 虚 部 一 定 为 0。 这 原理 就 是 所 谓 的 数学 物理 实数 化 原理 .… 

数学 物理 实数 化 原理 设 / 为 实数 形式 的 数学 物理 方程 L(/) == 8g 的 最 终 解 .L(/) 二 g 
正确 描述 了 所 涉及 的 现实 物理 问题 ， 那 么 /一 定 是 实数 函数 即 Im(/) = 二 0. 

数学 物理 实数 化 原理 在 本 书 中 运用 系列 复数 函数 处 理 数 学 物理 方程 中 要 经 常用 到 ， 并 
必须 作为 基础 数学 条 件 列 人 求解 条 件 。 


3.5 偏 微分 方程 复数 级 数 方法 实施 要 点 


对 于 线性 偏 微分 方程 LL/(x,y)j] = 0 边 值 问题 ， 采 用 复数 分 离 变 量 法 “复数 级 数 方 
法 ) 求解 该 偏 微分 方程 边 值 问 题 ， 可 以 按 以 下 步骤 实施 : 


第 一 步 : 设 /(z,y) = 了》 /Cwe 


其 中 六 = 一 1 ，m 为 整数 。4 为 特征 尺寸 。 如 对 于 矩形 域 问题 . 4 为 矩形 长 (或 宽 ); 
对 于 圆 域 问 题 ,， 4 二 x 。 


第 二 步 ; 将 Fz = > fle 代 人 LIFz] 一 0。 

当 m= 二 0， 可 得 关于 /,(y) 的 实数 系数 常 微分 方程 上 [f(y)J」 = 二 0 。 按 经 典 常 微分 方 
程 理论 求 得 /,(y) 的 解 形式 。 

当 m 关 0 ， 可 得 关于 f,,(y) 的 复数 系数 常 微分 方程 1,[/,,(y)] = 0 。 按 经 典 常 微分 方 
程 理论 求 得 f, (y) 的 解 形 式 。 

第 三 步 : 求解 复数 系数 常 微分 方程 上 ,Lf,(y)j = 二 0。 对 和 矩 形 域 边 值 问题 ， 设 f(y) = 
Aem* (A 为 复数 常数 , p, 为 特征 根 )， 代 入 工 ,[Lf,(y)j] 二 0， 可 得 关于 特征 根 p, 的 特征 方 
程 。 对 于 边 值 问题 ， 需 要 将 根据 边 值 条 件 确 定 特 征 根 p,, 和 特征 函数 。 

第 四 步 : 根据 线性 偏 微分 方程 释 加 原理 ， 合 加 所 有 解 形式 ， 形成 复数 形式 的 一 般 解 
析 解 。 
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第 五 步 : 根据 数学 物理 实数 化 原理 化 简 复 数 形式 的 一 般 解 析 解 为 实数 形式 一 般 解 

第 六 步 : 根据 边界 条 件 (初始 条 件 ) 确定 待定 常数 。 具体 将 所 得 实数 形式 一 般 解 析 解 
代入 边界 条 件 (初始 条 件 )， 根 据 有 关 正 交 函 数 特性 确定 待定 常数 。 

对 于 和 矩形 域 偏 微分 方程 边 值 问题 ， 可 设 方程 解 为 f(x,y) = 更 We “二 foly) 


进行 求解 ， 在 矩形 域 数学 物理 问题 求解 中 要 经 常用 到 ， 可 以 写 为 CCz;y) 展开 ， 即 CCz,y) 


= 2 Aeme /f(y), 
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对 于 圆 形 域 、 住 状 域 的 数学 物理 问题 ， 采用 伏 坐 祭 和 柱 坐 标 人 钱 究 此 类 数学 物理 方程 站 
然 是 方便 的 。 求 解 各 向 同性 热传导 圆 形 域 问题 ,会 中 到 贝 塞 尔 方程 同伴 .求解 其 他 经 典 
数学 物理 时 也 会 遇 到 贝 塞 尔 方 程 。 继 丹尼尔 ， 伯 努 刊 在 基 链 人 研究、 拉 格 明日 在 大 文 妍 究 之 
Rn 
程 的 一 个 特殊 形式 ,受到 传 里 叶 于 1822 年 发 表 的 不 朽 萌 作 的 影响 .由 寨 尔 对 中线 尔 方程 
愉 了 对 统 的 名 究 ， 各 立 了 了 风 守 东 洒 娄 放流， 所 线 在 怒 虽 不同 前 数学 痢 理 问题 时 ， 也 相继 出 
现 了 变形 贝 塞 尔 郴 数 、 球 贝 蹇 尔 函 数 和 变形 球 贝 赛 尔 甬 数 .本 凋 介 绍 贝 塞 乐 因数 方法 : 贝 
塞 尔 函数 在 处 理 圆 形 域 、 柱 状 域 的 各 向 同性 数学 物理 问题 时 是 一 种 重要 的 工具 ， 也 是 一 种 
基本 方法 。 


4.1 贝 塞 尔 方程 的 导出 


(1) 贝 塞 尔 方程 和 贝 蹇 尔 淆 数 

在 应 用 分 离 变 妃 法 解决 清 圆 盘 上 瞬时 温度 分 布 规 律 时 .会 遇 到 贝 楷 和 尔 方程 
FFrE F(A pF=0r>0 (#19 

称 该 方程 为 bp 阶 贝 蹇 尔 方程 ， 这 样 。 所 要 求解 的 数学 物理 问题 归结 为 求解 问题 
FFE + pIF=0.r=)0 
下 (R) 一 0, Fo 一 a 


的 加 有 值 与 固有 函数 。 着 令 z+ 一“ 欢 ， 并 记 ED 二 FG) = yz) 。 则 方程 (41-1) 可 化 


yry (amp)v= 0.r>0 (| =2) 
上 述 方程 是 具有 变 系数 的 二 阶 线性 常 微分 方程 。 该 方程 解 称 为 见 蹇 尔 函 数 . 也 被 称 为 
柱 函 数 。 
(2) 贝 塞 尔 方 程 的 解 


人 


芭 
y= Da C8) 
其 中 关 0， 注 意 此 处 a 为 实数 。 把 式 (4 一 3) 代入 方程 (4-1) 得 
Da (rm 1 中 pp we Yi di 2 3 cd “二 0 
我 们 将 客 = 个 级 数 的 求 和 改 为 从 下 标 2 开始 2 分 别 写 对 应 于 四 一 0 和 加 二 1 的 项 如 下 ， 
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du pa tt 1 Bj! 于 3 (CasL itm) Co pj 二 +a) 7" 


令 级 数 的 系数 等 于 0. 得 到 
dr = Y= Om = 0 


uil(i 1 二 O(n = 1) 
dul (Cr+) Cp 二 a,s = 0,m 宇 2 
因为 a 关 0 得 指标 方程 (xr 十 p)(r 一 p)= 二 0 
其 指标 根 是 == p 和 7 = 一 pp， 
(3) 贝 塞 尔 方 程 的 第 一 个 解 
由 (1-5) 可 得 x == Ap 二 0) :代入 方程 (4-7) 得 到 递归 关系 式 
一 1 


二 ss 仿 
Cr 2。 
m(m t+ 2p) 


。 41 
一 站 
(4 —4) 
(4—5) 
(4—6) 
(4-7) 
(4-8) 


这 是 一 个 两 步 递 归 关 系 式 。 将 r= 二 p 代入 方程 (4-6)， 可 得 ww 二 0 。 由 式 (4-8) 可 


对 偶数 项 重 写 内 =2& 的 递归 关系 式 
和 
2 &R( 上 十 凤 ) 
呀 得 
ed 
2(1 直 PY ” 
_ 一 1] 加 ] 
pi a CE ui 
2 2{2 二 5) 2.21(1 二 力 (2 十 为) 
= 有 — 1 


WU 三 Ul 


3 十 力 ) 2°31(1 十 p)(2 二 p(B3+p), 


刀 一 


ul 


把 这 些 系 数 代 入 方程 (4 -3) 就 得 到 贝 塞 尔 方程 的 一 个 解 


ji = (~ I sj2k i 
| > 3 2 TIT p) (2 pe kT py” 
其 中 以, 关 0 是 任意 常数 。 利 用 件 马 函数 改写 式 (4 -10),， 到 


Zpeopi1) 
代入 式 (4 -10) 可 得 


2 


- (=1X 二 
(3X 三 
ET 


将 式 (4 一 11) 记 为 . 几 Cr) ， 称 它 为 p 阶 贝 蹇 尔 函 数 , J (x) 是 由 方程 (4 - 


解 


(4—90) 


(4— 10) 


(4— 11) 


2) 第 一 
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t= 1 x at 
关 。 [4 二 路 
Jv(z) 一 之 ETT DT (三 ) 


当 一 一 户 时 ， 采 取 类 似 步 又 可 得 方程 (4 -2) 的 第 二 个 解 
、 肛 (一 1) A We 
J a) = 之 ， 2 (4 一 13) 
车 p 是 正 整 数 时 ,kk 一 p 十 1 过 0,k 上 k= 二 0,1,2,…, Pp 一 1 .由于 伽 马 本 数 对 于 0 及 负 
整数 没有 定义 ,方程 (4 -13) 系数 对 上 = 二 0，1，2,… ，p 一 1 没有 定义 。 这 样 需 要 重新 推 
导 一 个 线性 无 关 解 。 


定义 


Jo(rleospr— ,try 
sinpx 


其 中 p 不 是 整数 ,根据 常 微分 方程 理论 ， 此 时 ， 因为 J/ ,(x) 和 J,(x) 是 贝 塞 尔 方程 的 线 
性 无 关 解 ， 故 由 式 (4 -14) 得 到 Y, (xr) 也 是 贝 塞 尔 方程 线性 无 关 的 解 . 消 数 阅 , (x) 叫做 
户 阶 的 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 。 当 p 是 整数 (vw 是 非 整 数 )， 这 个 函数 通过 求 如 下 非 整 数 函 数 
的 极限 来 构造 : 


Y,(z) = (4— 14) 


Jj (reosyr— J (x) 


. (4— 13) 
SINyA 


Y, = limY, 一 lim 
可 以 证 明 这 个 极限 的 存在 性 ， 它 定义 了 p 阶 贝 寨 尔 方程 的 一 个 与 J (zx) 也 线性 无 关 
解 。 应 用 洛 必 达 法 则 ， 可 以 推 得 


名 We i 2 六 四 
Yr) = J (rn s+) a 1) 


1 (2 pS 1 , 
Crm 妆 a 十 


ul 和 | yi 
YAz) 一 字 Jlx)(ln 委 十 一 二 于 二 (过 ) 


RK (p11)- 2 


1 ~ 1 | | 
( 有 ( ) ( 一 一 一 十 一 一 一 ) 
更 发 咕 寺 大 ) 六 2 2 十 1 
{n= 1 yy By} 
其 中 ,C= lim(1 十 二 十 言 十 十 二 一 Ia) 一 0.5772… 称 为 欧 拉 常 数 
nr & 好 


显然 我 们 有 
limY, (x) 王 一 西 
第 二 类 贝 蹇 尔 函 数 在 0 点 附近 无 界 ， 这 一 性 质 在 求解 实心 域 数 学 物理 问题 中 可 得 到 采 
用 .可 由 原来 消减 相关 级 数 项 。 
户 阶 贝 塞 尔 方程 的 通 解 是 
VCz) 一 CCz) 十 coYGr) (4—16) 
式 中 , jz) 由 (4-12) 给 出 ， 而 YY,(x) 由 式 (4 -15) 给 出 。， 当 pp 不 是 整数 通 解 由 下 
式 给 出 
YI) 三 上 CT) 十 cj ,lr) (4 一 17) 
其 中 , J ,(x) 由 式 (4 一 12) 给 出 , 而 J,(x) 由 式 04- 13) 给 出 。 
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4.2 贝 塞 尔 函 数 的 递 推 公式 


不 同 阶 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 有 一 定 联系 。 由 J (x) 的 表达 式 可 推出 两 个 基本 递 推 公式 


[a 所 | | /一 ! (zw) (C4, =~ 18) 


起 Ce] 二 一 (4 -19) 


证 明 : 根据 刀 (z) 定义 


过 (= 1 二 
Tn) 一 FF TE‘Z) 


h=0 


yp A 本 一 一 LD tp 


RE - C1 
< 没 


(一 De re 
jp ER 
"2 让 


二 
= TN rr) 

采用 伽 马 函 数 的 基本 性 质 ， 

TC(k+p+1) 一 (p 十 人 PC 十 及 ) 

类 似 可 得 第 二 个 恒等式 。 

从 式 (4- 18) 和 (4-19) 可 以 得 到 许多 其 他 有 用 的 恒等式 ， 下 面 列 出 一 些 最 常用 的 
恒等式 如 下 : 

rl ox) FB (ry) = x ya lr), 


rr] ail) 一 Byker) =— x py) 
J ral) — J ty Sy a 
J (z) Jp (rz) = 2£], 02) 


涉及 贝 塞 尔 阻 数 的 积分 式 也 有 类 似 的 恒等式 ， 
EAC = x "Jn(z)+C 
和 


| 多 PAO Do le 到 一 三 十 人 


4.3 贝 塞 尔 级 数 展开 


(1) 贝 蹇 尔 遇 数 的 正 交 性 
对 于 贝 塞 尔 方 程 回 有 值 问题 ， 求 解 参数 形式 的 贝 塞 尔 方程 
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PF Fr +OAr mp )F=0,r>0 


的 固有 值 与 固有 函数 。 上 述 问 题 通 解 为 
y(Cr) =a,rMA) FeY,(rMA) 
根据 中 心 |F(0) | 一 ww 条件， 可 得 
YF) = orf pr ) 
代入 边界 条 件 F(R) = 0 得 
了 (RN = 0 

求解 上 式 即 可 得 。 注 意 在 边界 上 x 二 RU ,J (rx) 二 0 实质 为 一 个 关于 x 无 限 阶 多 
项 式 为 0。J,(x) = 二 0 有 无 限 多 根 ， 这 些 根 有 实数 根 ,也 有 虚数 根 ， 可 以 证 明 只 是 实数 根 才 
是 问题 的 解 。 值 得 提示 的 是 , J,(x) = 0 有 正 实数 根 ， 也 有 负 实 数 根 ， 并 且 关 于 0 点 对 称 
存在 。 
图 4-1 画 出 了 贝 蹇 尔 函 数 典 型 的 图 形 . 由 图 可 见 . 贝 塞 尔 函 数 在 正 半 轴 ~ 二 0 上 有 无 
穷 多 个 零点 ， 以 增 大 的 顺序 记 这 些 零点 0 二 on 过 op 二 4 二 an 二 人 


了 人 


图 4-1 贝 塞 尔 函 数 几 (z) 具有 无 穷 多 个 正 零 点 


其 中 , a, 是 J (zx) 第 j 个 正 零点 (有 时 用 符号 aj.; ). 没有 用 来 确定 贝 蹇 尔 函 数 正 零点 的 
公式 。 这 些 零 点 的 数值 在 应 用 中 的 重要 性 ， 在 大 多 数 的 数学 用 表 和 计算 机 系统 中 都 列 出 了 
这 些 零点 值 。 在 表 4 一 1 中 列 出 了 ,J 和 J 的 前 五 个 正 零 点 。 


表 4-1 Jas J 和 上 的 正 零点 


吧 
BB] 


2 


2. 40483 5. 52008 8.65373 14. 9309 


16. 4706 


7.01559 10. 1735 


3.83171 


18. 9801 


Ee ek 


8. 41724 


5.13562 


设 J (xz) = 二 0 正 零 点 为 aw(m 二 1,2,-…) ， 注 意 到 = rWA 


Nn 关 Cy Ci = 


与 以 上 周 有 值 对 应 的 固有 函数 为 
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F,(r) = 几 ( 基 (mn 一 1,2,…) 
这 样 利 用 单个 贝 塞 尔 函 数 及 其 零点 ， 就 构造 了 贝 塞 尔 函 数 系 。 
定理 4.1 ( 贝 塞 尔 函 数 带 权 正 交 性 ) 固定 p 写 0 ,a 二 0， 过 省 放 1 一 1,2,…) 


则 p 阶 贝 蹇 尔 函 数 序列 在 区 间 (0. R) 正 交 ， 即 


| 77 侣 rdr 二 仙 字 用 


| (rrdr 一 TJCen), 二 | 训 e 
证 明 : 将 贝 塞 尔 方程 
PE rE + P= ry 
F(R)=0,|F(O)|< om 


改写 为 


do + Or _b Fs=0 


dr 
Ve Fl(r) = J,(ar) ,FE (r) = J,(a2r) 
其 中 w, 与 a 为 任意 参 变 量 。 


de 二 
dr dr - 
Ey 和 0 
dr dr r 
将 以 上 两 式 分 nS F, 和 下 后 相 减 并 对 +r 从 0 到 RR 积分 ， 可 得 
A Fi TH =0 
J dr 六 


在 [上 式 取 al 一 Qh /R's Q2 一 am /RR 
因为 Fi(R)-= J,(ay) =0, F(R)= J,(am) =0, 而 有 ay 天 anw， 
可 得 


RR 
| Pr et rndr = 0 


RR 2 
应 用 治 必 达 法 则 ， 可 以 得 到 | 玉 ( 物 rdr = 全 jap) 。 
这 样 ， 根 据 贝 蹇 尔 消 数 的 正 交 性 ， 可 以 将 一 个 在 区 间 [0，RJ] 上 的 已 知 函数 可 以 表 为 
.个 级 数 
Fr = DAT CA), 
j=1] 
叫做 f(z) 的 pp 阶 贝 塞 尔 级 数 。 
定理 4.2 (p 阶 贝 塞 尔 级 数 ) ”车 f(z) 在 [0，RJ] 上 分 段 光 滑 ， 则 f(x) 在 (0，R) 
上 有 上 阶 的 贝 蹇 尔 函 数 展开 如 下 : 


数学 物理 方法 与 复数 特殊 本数 


140 = A 


, 是 贝 塞 尔 函 数 1,(x) 二 0 的 正 零点 


其 中 ,ao ya ,人 
-| /7 有 = )rdr 


[fen Tr rer 
A = i 
x J (rrdr RR J (Can) 
在 区 间 (0，R) 中 , 在 f(x) 连续 点 , 级 数 收敛 到 f(r) 。 而 在 间断 点 zx. 它 收敛 值 
i i A i 
i 
(2) 贝 塞 尔 函 数 的 积分 公式 和 渐 近 式 
工程 和 物理 学 中 .熟悉 它 的 基本 性 质 是 十 分 重要 的 ， 


贝 塞 尔 函 数 被 广泛 地 用 在 数学 . 
s 弦 和 正弦 因数 ， 


贝 塞 尔 函 数 并 不 是 凭空 产生 的 数学 函数 ， 而 是 和 已 有 函数 密切 相关 .如 余 
式 和 积分 可 用 来 表示 贝 塞 尔 前 数 。 


所 组 成 的 公 
分 表示 ) 令 n=0, 土 1, 土 2 


定理 4.3 ( 积 


则 对 所 有 的 x 有 
jC) 二 us | eesoa 一 .rsin0)dO 
n 0 


定理 4.4 (生成 贝 塞 尔 函 数 的 傅 里 叶 级 数 ) 对 所 有 的 x 和 所 有 的 909. 有 
BE pi (Ee 
采用 以 上 公式 可 以 推导 下 面 的 恒等式 ， 对 所 有 的 x， 
cos = J +2D C1) 
sinr = 2 (Cn 
一 般 地 ， 伟 立 叶 - 贝 塞 尔 函 数 系数 即使 对 于 很 简单 的 函数 也 有 十 分 复杂 天 的 表达 式 ， 但 
由 于 贝 塞 尔 函 数 在 实际 工程 中 的 重要 用 途 ， 数 学界 为 贝 塞 尔 消 数 造 了 大 量 的 表 ， 以 利于 
计算 。 
类 贝 塞 尔 困 数 外 .还 有 第 三 类 贝 塞 尔 函 


贝 塞 尔 函 数 除 了 有 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 、 第 二 
数 ， 又 称 为 汉 克 尔 函 数 (Hankel) 

Ho (x) = J,(x) tiY,(x) 
H® (x) = iJ,(x) —Y,(x) 


和 贝 塞 尔 函 数 相关 的 函数 还 有 其 他 一 些 类 型 : 


4.4 变形 贝 塞 尔 函 数 


二 阶 常 微分 方程 
Xiy ry — (rp y= 0.+>0 
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称 为 变形 贝 塞 尔 方程 ，p 称 为 方程 的 阶 
当 pp 不 为 整数 时 ， 变 形 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 的 相应 p、 一 bp 特 解 分 别 为 


2mt+p 


1 工 


T(x) = y(n = mlT(m 十 力 十 1)》 


= 0 


Tx = yt) = 之 i 下 
1,(z) ToCzr) 为 bp 阶 、 一 p 阶 第 一 类 变形 贝 塞 尔 函数 ， 也 称 为 p 阶 、 一 p 阶 第 一 类 
虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 。 
第 二 类 变形 贝 塞 尔 苑 数 K,(x) 定义 为 


2um—p 


3x[1 Cr) LGe)] 
小 六 (jp 为 非 整 数 ) 


Sinpn 


二 [1 (Xx)— 1,(x)] 
K,(7x) = Lim - (p 为 整数 ) 


SiNnan 


第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 K, (xr) 又 被 称 为 第 二 类 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 。K, (zx) 亦 被 称 为 
Macdonald 也 数 。 


| 一 和 一 上 74, 广 
K, (2) 2 1) pn 二 


功 WR ml 


+ 1 并 2mtn 
(一 1 
] ) 2 li [ln 由。 0. fy 2 | 


其 中 y = 0.57721566490153286… 为 欧 拉 常数 。 


4.5 Kelvin 函数 


二 阶 常 微分 方程 
Xiy tary — (ir+p y=0,r>0 

称 为 Kelvin 方程 ，p 为 常数 ， 称 为 方程 的 阶 。 

Kelvin 方程 可 写成 标准 型 式 的 贝 塞 尔 方程 

zy try +[iiz):— pjy=0,r>0 
Kelvin 方程 的 一 般 解 可 以 表示 为 
y(7) = AJ itr) 十 BY (ixr) 

其 中 A，B 为 任意 常 

注意 到 汉 3 cn 


K(x) = J ( 广 x) 十 iY,( 主 zx)] 
这 样 K,(i?zx) 也 是 Kelvin 方程 的 一 个 解 。 这 样 Kelvin 方程 的 一 般 解 也 可 表示 为 
y(x) = CI,r)+DK, tz) 
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其 中 C， 呈 为 任意 常数 。 
函数 J (六 x) 为 复数 函数 ， 其 实 部 和 虚 部 分 别 定义 为 Kelvin 明 数 berer 和 beij.r .这 
样 J (iix) = beryz + ibei,x 
容易 证 明 J (Gi 了 了 x) = beryr 一 ibeiyr ， 
类 似 地 . Kelvin 孔 数 keryx 各 keijxr 定义 为 
keryx + ikeiyr = I?K, (i Tx) 
keryz ，keiyx ，berypz 和 beiyx 的 级 数 表达 式 可 以 从 下, G7) 和 (2) 的 表达 式 中 得 到 . 


4.6 球 贝 塞 尔 函 数 


二 阶 常 微分 方程 

Ty 二 27ry 十 [x 一 n(n 十 1)jy 二 0.(n 二 0. 圭 1. 填 2.…) 
称 为 球 贝 塞 尔 方程 。 : 
球 贝 塞 尔 方程 可 写成 标准 型 式 的 贝 塞 尔 方程 应 用 限 数 变换 .: 


y(7) 一 BC) 则 球 贝 塞 尔 方程 可 化 为 


TW 二 zu 十 [x 一 (+ : ) Ju=0 
球 贝 塞 尔 方程 的 一 般 解 可 以 表示 为 
3 


其 中 A，B 为 任意 常数 。j, (xr) = ss 1(7) ,yy,(7) = [Yi x) 
Ps bp Fa 
类 似 于 标准 Hankel 函数 ， 第 一 类 、 第 二 类 球 Hankel 响 数 分 别 定义 为 


i EH 
2 : 


Wy = jy 
这 样 球 贝 塞 尔 方程 的 一 般 解 也 可 表示 为 
yz) = Ch (Cx) F Dh (2) 
其 中 C, DD 为 任意 常数 。 


(ZX) 和 y,(x) 可 利用 Rayleigh 公式 得 出 


)" Sin 


Ei 


《二 


4.7 变形 球 贝 塞 尔 函 数 


二 阶 常 微分 方程 
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zy 十 2zy 一 [让 十 n(n 十 1)]jy= 二 0,(n= 二 0, 土 1, 土 2,…) 
称 为 变形 球 贝 塞 尔 方程 。 
变形 球 贝 塞 尔 方程 可 写成 标准 型 式 的 贝 塞 尔 方 程 。 应 用 孔 数 变换 


y(z) 三 Ce) 
下 


则 变形 球 贝 塞 尔 方程 可 化 为 


TW 十 xu 一 [x 十 (n 十 5) ] 一 0 


以 上 方程 为 十 二 变形 球 贝 塞 尔 方程 。 该 方程 有 如 下 两 个 独立 解 


ui (xX) = Tl) 
Uz (x) = Trad Cx) 
这 样 变形 球 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 独立 解 可 表示 为 


. 可 是 一 | | 1 a 
(| 371" (7) 
1 tly CB) ol or (ZT) eS 局 wl Cw 


其 中 心 (z) 和 6,(zx) 分 别称 为 nn 阶 和 一 (x 十 1) 阶 第 一 类 变形 球 贝 塞 尔 函 数 。 
变形 球 贝 塞 尔 方程 的 一 般 解 可 以 表示 为 
(ry A Cy Biv Ca) 
其 中 A，B 为 任意 常数 。 


第 二 类 变形 球 贝 塞 尔 驻 久 tba) = | 赤 pe 


k(x) = (— 1)" a 


变形 球 贝 塞 尔 方程 的 一 般 解 也 可 以 表示 为 
yCZ) 三 ADCz) 十 有 BAGCz) 
其 中 A，B 为 任意 常数 。 
i,(7) 和 i760《x) 可 利用 Rayleigh 公式 得 出 


i (7)= x 二 1 d dd ) Sinhr sinhx 
-dx 2 


i 
2 QF 


渤 


第 5 章 圆 域 各 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 解析 一 一 
复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 


特殊 汕 数 与 数学 物理 问题 紧密 相关 。 对 于 无 限 长 曲线 型 各 向 异性 圆 标 ， 如 温度 场 分 布 
写 = 坐标 巨大， 只 需 人 研究 柱 槛 截面 圆 域 温度 场 分 布 即 可 ,这 时 可 使 用 极 坐 标 人 研究 圆 域内 的 
数学 物理 方程 。 圆 域 非 稳 态 温度 场 计算 是 一 个 经 典 数学 物理 问题 。 贝 塞 尔 函 数 和 贝 塞 尔 多 
项 式 可 以 计算 分 析 各 向 同性 圆 域 温度 场 。 由 于 交叉 热传导 系数 ks 的 存在 贝 塞 尔 隐 数 方 
法 不 能 直接 用 来 分 析 各 向 异性 圆 域 温 度 场 。 作 者 综合 客 级 数 方法 和 贝 塞 尔 孔 数 思想 .提出 
了 一 种 复数 柱 多 项 式 Z, (7) .x 二 ryA ,构建 了 复数 圆 面 函数 Z, (x)e”， 并 用 来 求解 圆 域 
内 曲线 型 各 向 异性 非 稳 态 热传导 问题 。 可 以 证 明 复 数 柱 多 项 式 Z, (x) 在 区 间 [0，R] 内 
之 权 函数 正 交 ， 同时 还 可 以 证 明 复数 柱 函 数 Z Cz)e” 圆 域内 带 权 师 数 ~ 正 交 。 根 据 复 数 
柱 多 项 式 方法 获得 的 一 般 解 析 解 代入 初始 条 件 ， 根 据 复 数 柱 函 数 正 交 性 可 以 获得 待定 系 
数 . 数值 计 算 和 数学 证 明 都 表明 了 该 函数 的 正 交 性 。 人 研究 表明 复数 柱 多 项 式 与 贝 塞 尔 消 数 
相关 联 ， 后 者 是 前 者 的 特殊 情况 ,复数 柱 多 项 式 之 间 存 在 递 推 公式 .本 童 同 时 也 定义 了 第 
二 类 、 三 类 复 数 柱 多 项 式 ， 并 给 出 了 复数 柱 多 项 式 有 关 微 分 公式 、 递 推 公式 和 积分 公式 。 


5.1 极 坐 标 下 的 各 向 异性 热传导 方程 
考虑 无 限 长 遇 线 型 各 向 异性 圆柱 圆柱 半径 为 RR， 温 度 场 分布 与 > 无 关 . 仅 在 圆柱 边 


办 与 外 界 进行 热 交 换 。 这 样 极 坐标 (x,9) 下 非 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 
1 到 章 革 1 祯 名 于 1 洒 下 ;人 


ne a" ws 
其 中 T(r.0.0) 为 圆 域内 温度 分 布 函 数 ,，g 为 热源 函数 .0 为 密度 函数 .1 为 时 间 . CG 为 比 热 。 


ki Ri sk: 中 的 下 标 1 为 径 疝 方向、 下 标 2 代表 切 向 0 (0 所 0 2x ),， Rit skR1: ks 为 热 传 


AN = kicos’B ksin’B 
kis = (ki OO— k,)sinBcosB 
kss = kisin B+ kscosB 
其 中 ks 为 二 方向 主 热传导 系数 .0 切 向 主 传导 系数 .8 为 最 大 热传导 轴 方 向 与 径 向 ~ 的 夹 
角 。 
实心 圆 域 第 一 类 边界 条 件 设 定 为 
二 RR,T(r,0.1) = 0;7 = 二 0,T(0.0.1) 有 限 值 
初始 条 件 为 


第 5 章 圆 域 各 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 解析 一 一 复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数  “，51， 


T(r,0,0) = g(r,0) (5—2) 
假设 圆 域内 没有 热源 ， 即 g 二 0。 对 于 有 热源 问题 ， 我 们 可 以 推导 得 到 对 应 热源 函数 g 


的 热传导 偏 微分 方程 特 解 ， 将 特 解 代入 后 面 求 得 一 般 解 析 解 一 并 展开 求解 即 可 。 下 面 分 别 
求解 稳 态 问题 和 非 稳 态 问题 解析 解 。 


5.2 各 向 异性 圆 域 稳 态 温度 场 解 析 


极 坐标 系 下 各 向 异性 温度 场 控制 方程 为 


2 2 
PP Ep 1 a2T 


关 Or 0 a 产 9 rag 六 rr ag 


引入 坐标 变换 


a 了 工 避 “ 下 9 TT 2 (网 三 的 


万 (7) = Ae™™ 
其 中 mm 为 非 0 整数 ，A 为 待定 复数 常数 ，; 为 特征 根 。 
将 式 (5 -4) 代入 控制 偏 微 分 方程 ， 可 得 特征 方程 
kuns 十 2kiss 十 ks 二 0 
求解 上 式 , 可 得 特征 根 


$1 = Wy 二 Wi 


当 mm 二 0， 根 据 常 微分 方程 理论 可 以 求 出 相应 解 。 
圆 形 域 温度 场 一 般 解析 解 可 写 为 下 式 


T= >， [Aysr "cos(mb + mailnr) 十 Arsin(mg + mailnr) 十 


Asnr"icos(m0 malnr) + Ayr' sin(mb + mailnr) j++ c+ dlnr+ TT’ 
其 中 Ai AAA。 s As » Anm vesd 为 实数 待定 常数 9 了 为 特 解 o 
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以 上 稳 态 解 在 后 续 数 学 物理 问题 求解 中 要 经 常 遇 到 ， 可 写 为 Cr 0O) ， 即 
Clrsy0) = 3 [Ar "cosCmb tt mailnr) + Ay,r "sin(Cmb + mailnr) 十 
m= |】 


Aysricos(m0 t+ mailnr) + Ayr'sinCmb + mailn7) 1] 十 c 十 clnr 十 了 
(人 
在 实际 计算 中 , m 不 可 能 取 无 穷 大 . 设 m 最 多 取 到 MM。 这 样 上 述 加 形 域 温度 场 一 般 
解 可 以 有 4M 十 2 个 未 知 数 ， 对 于 环形 域 每 边 有 1 个 边界 条 件 ， 在 每 个 边界 条 件 所 建立 的 
方程 中 将 非 傅 立 叶 级 数 的 部 分 展开 成 为 傅立叶 级 数 ， 根 据 级 数 的 正 交 性 可 得 到 4M 十 2 方 
程 可 求 得 4M 十 2 未 知 数 。 
对 于 实心 圆 形 域 ， 根 据 中 心 处 温度 、 热 流 为 有 限 值 的 条 件 ， 可 将 待定 常数 前 减 一 半 . 
再 根据 圆 形 域外 边界 的 1 个 边界 条 件 建立 2M 十 1 个 线性 代数 方程 ， 可 以 求解 2M 十 1 个 未 
知 数 ， 这 样 各 向 异性 圆 形 域 稳 态 温度 场 问题 得 解 。 


5.3 2Z， 微分 方程 ， 复 数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 和 非 稳 态 温 度 场 解 
析 解 


设 
T(rs03t) = u(r OT(t) (5=5) 
将 式 (5 -5) ME (5—1) en 
dr 1 3 | Se 1 于 
9 [kn i ET 7 jk 
oe 一 一 人 (二 一 让 
al" u 
E k 
其 中 4 为 分 离 参 数 ; a 为 热 扩 散 系数 ,a = Ey 8 
p 
由 式 (5 -6) 可 得 
| du kis dd? Rs 1 Ha 
十 = 一 一 三 记 
0 er o 7 S98 0 -og0 kji 7 品 oF Tau 


一 0 


作 如 下 参数 变换 


发 订 皇 > ls Ks = vs 2 SS -A 


采用 上 述 变 换 ， 可 得 


i Mi (5= 7a) 

au 0 0u 9 2u , 
02 9 议 2 zi rr: 一 0 5 一 ) 
Ky 9 Fy 十 7 可 a x 可 z) 十 K's 7 7 00 ru 0 (5 2 


根据 式 (5 -7a), 可 得 
(2 = 六 ee 


第 5 总 ” 贺 成 各 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 解析 -复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 。 。53 。 


实心 加 域 第 一 类 边界 笨 件 可 设 定 为 
元 二 WR 二 10 元 三 0 人 有限。 (5 一 8) 
( 注 : 对 于 边界 给 定 特定 温度 值 的 第 一 类 边界 条 件 可 以 转化 为 齐 次 边界 条 件 )。 
回环 域 边界 条 件 可 在 7 = ,rr 二 ri 边界 分 别 定义 边 值 条 件 。 
5.3.1 2 微分 方程 ， 复 数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 
方程 (5 -7b) 解 设 为 
ui DY fre (5—9) 


H=—m 


其 中 六 二 一 1 ; n 为 整数 。 
n=0 的 解 是 关于 圆心 对 称 的 解 ， 其 控制 方程 为 


de du) 十 :xx 一 0 
dr ~ dx 


上 式 是 0 阶 贝 塞 尔 方程 ， 其 解 为 
a(x} = cor)t doYo(x) 
其 中 ,dd 为 实数 待定 常数 。J (x) 是 0 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 , Y,(x) 是 0 阶 第 二 类 贝 塞 尔 
明 数 。 根据 贝 寨 尔 函数 定义 


并 pt2m 


CxY = 
J 2 > ( 1》 2p2+2m772 iT'(p 丰 jh 夺 1》 
对 于 nw 了 关 0. 式 (5-9) 代 人 方程 (5-7b) 可 得 

2 起 df 


i 四 二 和 2RKwin)t frr — Kyw}=0 (5.= 10% 
和光 外 

方程 (5 一 10) 是 一 个 新 方程 ， 方程 的 特点 是 系数 都 是 x 的 多 项 式 函 数 并 且 出 现 常 复 
数 系数 ， 命 名 为 Z, 方程 。 对 于 各 向 同性 或 正 交 异 性 热传导 问题 , Ki, = 0 ,2 方程 退化 为 


过 a 一 (0 


dz dz 


Fn) = DA (5 = 11) 
k= 0 
此 中 下 整数 ,是 特征 根 。 A 是 复数 常数 ， 这 有 别 于 常规 贝 塞 尔 函 数 方法 。 
将 式 (5-9) 和 (5-11) 组 合 起 来 可 得 


光宇 > Airiew | 


=—w k=0 


其 路 关 0， 

综合 方程 (5-7b) 和 式 (5 -12) 可 得 和 = 2m,m == 0,1,2,… ,00。 

式 (5 -12) 是 一 个 新 定义 的 函数 ， 并 具有 复数 形式 。 按 常识 ， 物 理 问 题 应 该 用 实数 
困 数 表示 。 央 此 , 如 式 (5 - 12) 是 问题 解 ， 就 应 该 可 以 化 为 实数 函数 。 可 以 证 明 ， 如 果 
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多 》 A,uzewew 是 实数 形式 ， 那么 在 闫 0 可 推 得 


#=—wm k=0 
并 大 工 x 
人 十 1 krip 
> > 入， 远 7 = > > A 到 e”” 


eo pe et 
上 式 给 出 了 复 分 析 计算 的 便利 条 件 . 这 样 在 实际 计算 分 析 只 需 针对 n 正 值 进 行 ， 可 简 
化 分 析 工 作 。 
将 式 (5-12) 代入 方程 (5-7b) 后 ,化 简 可 得 
AjoLipt ip(ip— 1) + 2Kiinip— Kon: jx* 十 
{A,zL(2 二 ip)2 十 2Kis(2 十 ip)in 一 Kyn 十 A yx * 十 … 十 
{A,znL (2m 二 ip)2+2Kis 2m ip)in om Kon jj As nr "m=0 
其 中 Ai.o 关 0，, Az 下 标 2m 代表 2 和 m 乘积 ,下文 也 是 如 此 。 
设 上 式 中 的 Xx 为 0 可 得 
一 2KRwb— Km = 0 3 (5= 130) 


三 
(272 十 i 访 ) 2Kis (2m+ ip)in— Kn 


求解 方程 (5- 13a) 可 得 特征 根 ， 记 为 
Brn — Aya 6, 


(5= 136» 


Azn 


js =— NK 


0. (5—14) 
[2 
ps 
式 (5-12) 可 以 重 写 为 
站 2 Dy Dr pms Me (5-15) 
{=1 1 一 一 天 川 一 由 


由 式 (5-130) 和 (5-14) 可 以 推 得 
A = A Chiaion FT Lfovnsn) 
其 中 ftfz.i.w.2m_《m 二 1]，2，3,… ) 是 热传导 系数 和 、nn、m 的 函数 ， 数 学 解析 可 以 
得 到 
fasinizn = 0 
显然 ， 上 式 简化 了 计算 。 
对 应 pi, 的 f1,1.1.21 为 
让 =— 2 ml—= nn 
对 应 ps 的 f1,2.4.2 为 
fiizii2nm =— mln VK — K+ m) (5— 16b) 
待定 复数 常数 Asw 可 以 写 为 
A in = ii en (5—17) 


Ks = Kis 4 1) (5—16a) 
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其 中 Alnao.r pe We 2 seis 为 实数 。 
综合 式 (5-13b) (5-14) (5-16a) (5-16b) 和 (5-17)， 可 得 到 递 推 矩阵 
1 


0 
| Lamg 上 fi 包 Cl | (5 -18) 
A, 2 1 Ln 2 CDE= LY) 
a 0 - 
了 
和 
pi A 0 Ajniowr 
a J (5-1) 
Dg 0 pA ol 
其 中 Zan 为 实数 。 
这 样 可 以 得 到 
i = tng ss Mi Hg (5 - 20) 
和 
ws = Aen non ew, Xe) (5-21) 
其 中 Z, (z) 为 新 定义 的 复数 多 项 式 ， 可 称 为 第 一 类 复数 柱 多 项 式 
Za (z) 一 Te DY Dna An (5 =22) 
其 中 
Lin 二 1] 
之 1 
1 .72 
4(—n VK;,,— Ki, 十 ]1) 
i l 


8C—n Ka = Kt 2)4(—=n WK CO— Kt 1) 


(=1)” 
eile 2ml—n VRy — KYtm [—n VRy— Kt mm— Dn VK» — Kt) 
| 一 1 
过 全 | 
二 
过 二 = LY 
8Cn VK — Ki, + 2)4Cn VK — Ki 十 1) 
六 G= 
22m! (n VR — K+ mn VK — Ki 十 (一 1)]…(z VK — Ki, + 1) 


(5 = 23) 
Zi ,(z) 是 一 个 新 多 项 式 ， 在 w。 闫 0 时 2 (zx) 为 复数 多 项 式 。 考虑 到 Zs (x) 多 
项 式 与 特征 根 Pl 有 关 ， 针对 不 同 的 pi 9 实际 计算 ai (x) 多 项 式 也 可 写 i! o 
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Zi, 方程 (5-10) 的 解 可 写 为 
Lx) = Aiwa 十 As 人 05 = Sly 
式 中 Ao，A 为 复数 常数 。 由 于 2 Ca 坟 昌 归 函 数 。 e” 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 
Zs(x) 和 ew 是 互相 夸 合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 第 一 类 复数 柱 函 数 Z, (i. 
rs = ew” 
下 文 将 给 出 第 一 类 复数 柱 多 项 式 和 第 一 类 复数 柱 消 数 初步 分 析 。 
式 (5-6) 中 4 能 通过 式 (5-21) 非 平 凡 解 条 件 确 定 。 下 面 分 情况 人 研究 问题 


5.3.2 给 定 温度 边界 条 件 的 实心 圆柱 非 稳 态 热传导 解析 解 


式 (5-8) 圆心 温度 值 有 限 性 可 以 用 来 消减 一 半 的 待定 系数 ， 根据 式 (5 一 1 .hn 
0， 式 (5-24) 中 /=1 的 对 应 项 可 以 消减 ， 只 有 对 应 于 /!/ (=2) 的 待定 系数 〈 由 于 六 ，: 
0 ) 需要 确定 。 

式 (5-8) 的 边界 条 件 简化 为 

r= Ruri 一 用 

将 式 (5-21) 代入 上 式 . 边界 上 x 二 RW .根据 nw 关 0 时 A 非 平 凡 解 的 条 件 、 可 

以 得 到 
Z, (x)=0 (5 — 25) 

对 于 n= 二 0, 4 二 Jo(x) 是 对 称 解 。 首 先 考 虑 对 称 问 题 ， 其 次 再 考虑 一 般 性 门 题 

实心 圆 域 热传导 : 对 称 情 况 

考虑 到 J ,(x) 是 0 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 , 我 们 可 得 到 J (x) 的 零点 71. 2.… 


2 外 5—26 
从 (R) ( 26) 
关于 零点 po 的 特征 前 数 写 为 
w= J Rd) (5 = 
对 应 jv 的 工 (1) 写 为 
PC) = Ae (5 = 28) 


根据 线性 偏 微分 方程 可 秋 加 原理 ,可 得 到 方程 (5-1) 的 对 称 解 为 
Ty = DA a () (5 = 29) 
式 (5-29) 是 各 向 异性 圆柱 温度 场 的 对 称 解 。 如 果 温 度 场 初始 条 件 与 角度 9 无 和 关 、 式 
(5-29) 就 是 该 温度 场 的 解 。 将 :=0 代入 式 (5-29)， 再 代 和 人 初始 条 件 T(x.0) = er) ， 


我 们 可 以 将 p(x) 展开 成 (2 的 级 数 ， 然 后 对 比 左右 两 式 可 以 确定 待定 当 数 A， 问题 


得 解 。 
实心 圆 域内 热传导 ， 一 般 情况 
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考虑 Lip (XxX) 一 x DS Za dn 9 Zip,, (x) 有 无 穷 多 零点 ? 记 为 Zi ? 7 三 1， 25 


CD 


o 


求解 a, bE) 0 可 得 yx.， 


Hm = RA (5-30) 
根据 式 (5-5) (5-7c) (5-20) 和 (5-30) 可 得 
Wp tr 0) = RA + iAin0) Zo, (PL) em i 
T(r.0,1) = 
> D3. mor iA ) Zi , Pi) 本 et eol Me 
(5-31b) 


将 1 二 0 代入 式 (5-31b)， 再 代入 式 (5-2) 初始 条 件 可 得 
» % 广 2 对 r 9 

| :3 之 (Ai 十 And Bm, he je 十 2 ) = yp(r,0) (5— 32) 

求解 式 (5-32) 可 得 ArsyAor 。 本 章 5.4.1 节 给 出 简略 证 明 : 如 果 g(r,0) 是 


在 加 域内 分 片 连 续 丽 数 。 上 且 pr,9) 一 pr《r,0) 十 /4r) ,glr,0) 能 展开 为 以 下 双 复数 级 数 和 
贝 蹇 尔 级 数 之 和 


g(r.0) 一 ™ Sao we ett Db (5 — 33) 


Tn ) 


其 中 Ds 是 复数 常数 ， 记 为 再 was 3 Bi TBs 9 再 ov 和 0 可 以 分 别 由 式 (5-— 
70) 一 (5 -72) 确定 。 


2r R 0 
| | pi(r,0) 人 25 Ca Ye] rdrd0 
LN, ] 


2x [KK 0 a 0 
LN2 一 | | [2 Ca] Zi Ch Yerdrdg 


Bnav 


和 | 

| CRY CF) ] 
J/ us R rdr 
R ru 2 

| [get] rdr 


注意 ， 对 于 实心 圆 域 第 一 类 边界 条 件 ， 式 (5 - 33) 中 四, 只 选取 Z。 (x) 无 穷 多 堆 
点 中 的 正 实 根 o 


bi; 3 


比较 式 (5-32) 和 (5-33) 的 yl!) DB (Mn) en 的 系数 ， 可 得 

Alni0s,r er Bnovjisr An B, pi 5 0; = bi (5 — 34) 
因此 ， 我 们 可 以 确定 各 向 异性 圆柱 温度 场 。 
根据 后 续 5.3.6 节 ， 式 (5-31) 可 以 简化 为 
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T(x,0,1) = Rel (os (LL )ew e ep wx ] 十 wd (2 yer Wi 
tm R R 
j=] 


n=1 j=1 


(5 — 35) 
这 样 计算 可 以 简化 。 


5.3.3 复数 多 项 式 函 数 Z，(x) 初步 分 析 
Z,， (zx) 是 复数 多 项 式 ， 这 是 一 个 新 的 多 项 式 ， 需 要 研究 Z， (x) 的 结构 。 


式 (5-25) 的 根 记 为 以, 。 考 虑 到 式 (5-22) 包括 1 和 居 ” 寡 次 项 , Z,, (xz) 实数 
零点 应 该 是 关于 0 点 正 负 对 称 ， 为 了 避免 在 计算 Zi (Cz) 时 正 负 零 点 平方 后 造成 重复 计 


算 ， 计 算 要 遇 到 零点 的 平方 值 问题 。 为 此 ， 标 记 Cs) 二 4， 十 记 ,。 。 这 样 可 得 


0 2 tia a 
人 = epg + gi CS 一 
由 此 ， 定 义 
0 了 i Td 
AR) = i = 


其 中 RjmnoTinjm 是 实数 。 
对 于 pi; ， 有 局 一 RM 过 = ， 那 么 


关 司 A 
将 工 == 二 代入 式 (5=22》 可 得 
各 0 2m—hb, +iu 
Zip,, CE = Dt 1 了 = Dz wom (CR,., nj i Me 
(5 =38) 
这 样 ， 我们 可 得 如 下 也 数 

Sh a = Cp = Ve (5 — 39a) 
DF) FQD rT) = ri (ZH 7) 十 这 2 (7)) (5— 39b) 
A Oe (5 一 39ec) 


式 中 
YC) = ZH (cos lnr) — ZH (rsin(a,lnr) 
(5 一 40a) 
DAE) = ZN rinte In) Zr oos(, Inry 
其 中 Y2 Cr QC) 和 20 (CD 2 Cr) 是 实数 多 项 式 ， 定义 如 下 
{2 (7) = rm (LinoR,, sna0 十 入 i co 盾 醋 : 盾 交 aoy DR 这 0 A a re) 
B= 2 Yn (ZZ. 本 二 .Zim Ling 人 十 … “十 孔 。 mv2CM Be mj? 0 十 号 wa mj i 


(5 — 40b) 
计算 中 mm 最 大 取 M, Zw 可 由 式 (5-23) 确定 。 
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采用 式 (5 -39a) 一 式 (5-39c)， 我 们 可 以 得 到 
Zn CI LZ 2) = LZ Cr LZ 0 (5 —41a) 
Ds Cy Ls, Cx = [YPCrY) LQ Cr (5—41b) 
其 中 [Zi, (z)] 是 Zi (zx) 的 共 思 式 。 
采取 式 (5-39c), 式 (5-35) 可 以 重 写 为 


为 


T(z30,7) = Rel > > 《二 a ;十 
=] 和 


Dl Re 
(5 一 42a) 
和 
T(r,0,1) = >， >， {Ano0s.r LZ Cr)cos(0 十 alnr) — ZY (Cr)sin(ng 十 avlnr)] 一 


n= j=1] 


A LZi® (recos(n0 i alnr) t+ Zi (rr)sin(n0 +a,lnr)]}e Ce 二 
my 加 J 和 
训 cof ol RR )E 1 


(5 — 42b) 
式 (5 -425) 为 实数 形式 的 级 数 解 。 


5.3.4 计算 程序 


采用 复数 柱 果 数 分 析 计 算 曲 线 型 各 向 异性 圆柱 非 稳 态 热传导 问题 可 以 分 解 为 八 步 : 
第 一 步 : 利用 式 (5 -14) 计算 特征 根 pi ; 
第 二 步 : 利用 式 (5- 23) 计算 递 推 关 系 式 Za ; 
第 三 步 : 依据 式 (5-25) 确定 零点 以 ; 
第 四 步 : 依据 式 (5-37) 计算 民 ws 
第 五 步 : 依据 式 (5-39c) 和 (5-40b) 确定 函数 ZI? (CD 22 CD 和 2 Cr) 
第 六 步 : 确定 B， 和 总 。 具 体 分 两 步 计算 
首先 ， 对 初始 条 件 q(x,0) = g(r,0) 十 了 f(r) 中 的 Fr) 按 贝 塞 尔 函 数 方法 确定 。 确 定 
g(r.0) 按 以 下 计算 程序 进行 : 将 其 中 p(xr,0) 展开 为 0 的 级 数 
p(r,0) = S Fl(r)e™ (5—43) 


Hm nz 0 


其 中 


2x 
| pr,0)e “cl0 
RF 元 = 记 (r) 十 17(r) (5—44) 
式 中 f1(7) ,fs(r) 为 实数 函数 。 


其 人 次， 对 Fr) 展开 为 7 的 Zi (x) 级 数 
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二 网 Zi Ca) (5-45) 
/一 1 


其 中 
R 
| F(r) [2 (并 )] rdr 


Bi0;; 一 ”于 
Zin TY | (元 ) | rdr 


R R 
| F(r) 23, (x War = | [Fr 二 让 [L227))" xdr 
R 
二 | Cf tt if LY (Cr) = iQ Cr) jrdr 
R MAR 
| F(7) [2 (x)]j* ww 二 | [Cf OY 7 YD) If VD) if QD Cr) Jrdr 


R R 
| Zi (2) [2 x) | rdr = | {[Zi 0) + [ZT irdr 


Zip,, (7) = re LZ C7) 十 002 (7)] 


这 样 有 
R 
| [Lfi COYED C7) fs (QD CF) Jrdr 
Bnio,ir 下 A 
| {LZ C7) E+ LZ Cr) }rdr 
(5 -46) 
| Yn — /QJrar 
By nts < TR 
| {LZ C07) + LZ (C7) }rdr 
由 于 QZ， (z) 形式 复杂 ， 很 多 情况 下 需要 采用 数值 积分 方法 确定 系数 B,,，。 


第 七 步 : 依据 式 (5- 34) 确定 函数 值 Ai.60j., ,A co 。 

第 八 步 : 依据 式 (5 - 42b) 确定 待定 函数 值 。 

由 此 ， 可 以 得 出 如 下 结论 : 如 果 一 物理 场 确定 , pi. Za 和 yi, 给 定 . Zi (x) 可 
确定 。 待 定 系数 Bo， 和 6b1; 也 确定 ， 式 (5 -42b) 数值 也 就 给 定 ， 这 样 问题 得 解 。 


5.3.5 数值 实验 

考虑 实心 各 向 异性 圆 域 ， R= 二 1m, g 二 0， 圆 域外 径 边 界 温度 为 0X 、 圆 域 初 始 温度 分 
布 是 [Cr 一 ri)cos(0 十 0. 5ln7) 十 1 一 记 ]'C 。 热 传导 系数 为 A = 0. 301kcal/ (mh。'C).k; 
= 0.129kcal/(m. h. °C) ,o 王 590kg/m ,C = 1756W » s/(kg. C). 

(1) 分 离 变 量 参数 一 〈 人 4 ) 分 布 


分 离 变量 参数 〈 正 实数 M，) 可 以 由 式 (5-25) 和 (5-26) 确定 。 计 算 结果 显示 在 
类 5-1 和 表 5=2 (=1, ;n=1, ME38) 


第 5 童 ” 回 域名 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 解析 一 一 复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 。 61 ， 


4 二 (Le) (1/ = 2， 二 1) 和 各 向 异性 角 8 变化 趋势 


表 S=1 


R 
sh 0° 45° 90° 
J 
S| 

1 11. 2821513814631980 13. 829347252991160 20. 513760886224360 
2 42. 7113312135754240 17. 541607154258060 60. 276106347556070 
3 93. 286812262210670 100. 998735112957800 119. 768655825258400 
1 163. 900067293248100 174. 196095136600200 198. 998483593495400 
5 254. 252711493104000 267. 133027126303800 297. 966859339215900 
6 364. 3414654623427600 379. 800310400572500 416. 674237376861200 
7 194. 175448198211100 512. 224903399004600 555. 119009987168700 
8 643.753560496809000 664. 383318533327500 713. 320530550991900 
0 813.315917098813500 337. 163627952637100 903. 929984092461200 
10 020.010893314279:100 926. 494012189647400 925. 646840357053500 


1, 二 1) 和 各 向 异性 角 8 变化 趋势 


| 

es & | 0 15 90° 

J ee 
1 1. 608421023418868 0. 3.476938607698206 7. 468155364825758 
19. 80100609494824870 15. 888029018763170 36. 842909858131660 
3 57.750842571]13570 51. 240285547926770 85. 925324138276980 
1 115. 441464790824200 106. 354407443086900 154. 742952363795300 
5 192. 871666584546700 181. 199738478122500 243. 298671786044300 
6 290. 041207356614700 275.784612764720100 351. 593169997961600 
4 106. 9499992090436600 390. 108848841604100 479. 626580413450300 
3 543. 508165833189600 )24. 172382804390200 627. 02457223864600 
9 099. 986621477196800 677.973815492848100 793. 344709354275300 
10 860. 755168711268300 842. 840251520053100 


计算 显示 Zi (7) 胃 数 有 无 穷 多 特征 值 ， 
Hi 之 和 但 是 由 于 各 向 异性 ,KK 随 着 8 变化 而 变化 ， 这 样 我 们 无 法 提供 象 各 向 同 
性 温度 场 中 贝 塞 尔 函数 相对 固定 的 计算 表 ( Ks = 1,Ki, = 0 )， 只 能 按 各 自 不 同 的 热传导 
参数 建立 不 同 的 计算 表 。 


(2) 验证 Zi 


考虑 多 项 式 函 数 Z, (z) ， 对 这 个 函数 研究 的 一 个 关键 就 是 其 正 交 性 。 作 者 计算 了 


(zx) 的 正 交 性 


Zoo ，(z) 一 些 积 分 ， 计 算 参 数 设 定 为 M=36, /二 2。 


定义 


这 些 特征 值 可 以 排序 为 0 过 ji 去 pi 二 
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R 


Bjijs) = | LZ Kt) ] Zo,, (Kr rdr (5 ~ 47) 


对 于 具有 各 向 异性 角 B= 45 各 向 异性 圆 域 , 6(1,n.,j ,js) 积分 结果 显示 在 表 5 - 3。 
表 5-3 8=45 的 各 向 异性 圆 域 6(/,n,j ,j,) 计算 结果 


) 


| T 
ed 1 2 1 
J2 
1 0.04688 0. 00000 0. 00000 
部 0. 00000 0. 04117 0. 00000 
3 0. 00000 0. 00000 0.00000 
4 0. 00000 0. 00000 0.05443 
5 0. 00000 0. 00000 0. 00000 
6 0. 00000 0. 00000 0. 00000 
7 0. 00000 0. 00000 0. 00000 
8 0. 00000 0. 00000 0. 00000 


其 他 的 计算 也 显示 出 类 似 上 表 的 结果 。 可 以 总 结 以 下 结论 : 如 果 六 夭亡， 那么 6(1， 
ns,j1,j2) 二 0; 如 果 刀 == j。， 那 么 6(l,n,j1,j:) 关 0。 表 5-3 表明 关于 复数 柱 函 数 带 权 正 
交 性 的 证 明 是 正确 的 ， 即 对 于 对 应 不 同 特征 根 jo, 的 2 (zx) 是 关于 7 正 交 的 。 

(3) 验证 一 般 解析 解 的 收敛 性 

针对 各 向 异性 角 8 = 45 的 曲线 型 各 向 异性 圆 域 进 行 数值 实验 .材料 参数 同上 节 。 首 
先 增 大 M， 观 察 T(0. 5,0,0)(*C) 变化 ， 以 验证 一 般 解 析 解 (5 - 42b) 的 收敛 性 。 计 算 结 
果 见 表 5-4 和 表 5-5。 计 算 表 明 ，m 在 M 截断 ，j 是 iv 正 数 根 的 个 数 ， 计算 表明 与 
M 相关 联 。 


表 5-4 各 向 异性 角 B8= 45 的 各 向 异性 圆 域 中 心 温度 T(0.5,0,0)(5 ) 


M 10(J = 2) 30(J] = 8) 


T(0.5,0.0) 1. 202 1. 149 


表 5-5 各 向 异性 角 p 二 0 的 各 向 异性 圆 域 中 心 温度 T(0.5,0,0)(TC) 


M 10(J = 2) 30(J = 8) 36(J = 8) 关 


了 (0.5,0,0) 1.:208 ls 159 1. 166 1. 161 


x 是 [(r 一 ri)cos(9 十 0.5In7) 十 1 一 局 ] 精确 值 。 

表 5-4 和 表 5-5 表 明 各 向 异性 圆 域 温度 场 一 般 解 析 解 (5 -42b) 收敛 稳定 。 

(4) 曲线 型 各 向 异性 圆 域 温度 场 分 布 情况 

首先 验证 本 文 一 般 解 析 解 对 于 边界 条 件 和 初始 条 件 的 满足 情况 。 计 算 参 数 同 上 , > 单 
位 为 m，b 单 位 为 (") 。 计 算 结 果 见 表 5-6~5-9。 
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表 5-6 8=45 的 各 向 异性 圆 域 温度 场 t 一 0s 分 布 T(x,9,0) (*C) 


45 


90 


180 


。63。 


0.00 .0380 
0.1 1. 0220 1.0740 
0.2 I O10 1. 1620 
0.3 1. 1500 1: 1970 
0::5 1. 1660 1. 1500 
0.7 0. 9692 0. 8943 
0.8 0.7408 0. 6580 
0..9 0. 4412 0..3785 


.0000 


45 


.0380 


.0720 


. 1060 


.0760 


. 9034 


. 5981 


.3969 


.2090 


. 0000 


1 


0 


.0380 
.9421 
.8237 
671S 
.3442 
.0637 
0.0337 
0. 0491 


.0000 


180 


1.0380 


0. 9470 


0. 9585 


0. 9640 


0. 9406 


0. 7789 


0. 5967 


0. 3602 


315 


0. 00 1.0380 1.0380 
0.1 1. 0220 1.0740 
0.2 1. 1010 1. 1620 
0.3. 1. 1500 1. 1970 
0.5 1. 1660 1. 1500 
人 7 0.9692 0. 8943 
0.8 0.7408 0.6580 
0.9 0. 4412 0. 3785 


.0000 . 0000 


90 
.0380 1 
.0720 0 
.1060 0 
.0760 0 
.9034 0 
5981 0. 
. 3969 EE 
.2090 = 
.0000 0 


.9485 .0020 
1. 0450 1. 0870 
1. 0030 0. 9902 
0,7455 0. 6936 


. 2698 i2377 


.0000 . 0000 


. 0000 
.9765 
.7885 
.4884 
.1510 


. 0000 


.0380 
.9421 
.8237 
.6715 
.3442 
06374 
0.0337 
0. 0491 


.0000 


1.0380 
0.9470 
0. 9585 
0. 9640 
0. 9406 
0. 7789 
0. 5967 
0. 3602 


0. 0000 


) 


0. 6775 
0. 5462 
0.3753 


0. 1378 
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表 5-9 8=45 的 各 向 异性 圆 域 温度 场 ! 王 4X10 s 分 布 10 T(r,0,1* 10°)(%) 


45 
0.001 0.9114 0.911d 0. 9114 0. J111 0.9114 0.9114 
0.1 0. 8983 0. 8984 0.89081 0. S982 | 0.898] 0. 8982 
0, 怠 0. 7970 0. 7970 0. 79D9 0.7962 | 0.7963 0. 7967 
0.5 0.6111 0.6110 0.6107 0.6101 0.6104 0.6108 
4 0.3718 O3018 0:3715 UR 0.3714 | OD7 
0;9 :1189 0.1188 0. 1187 0. 1186 0.1187 0. 1188 


. 0000 . 0000 


.QUOO D. Do00 | 0. 00400 | U. D0000 
| 


在 具体 数值 计算 中 要 遇 到 "一 0 的 问题 、 可 以 选取 非常 微小 数值 进行 积分 数值 计算 . 
数值 实验 表明 这 种 算法 稳定 收敛 。 

对 以 上 计算 表 分 析 可 知 : 一 般 解 析 解 收敛 性 好 ， 且 满足 边界 条 件 初 始 条 件 。 表 5-9 显 
示 时 间 延 长 以 后 圆 域内 温度 趋向 于 0C ， 鉴于 计算 条 件 设 定 为 边界 温度 为 0. 计算 结果 与 
物理 常识 是 一 致 ， 表 明 本 章 一 般 解 析 解 是 正确 的 ， 

本 节 发 展 的 复数 柱 函 数 方 法 由 复数 傅立叶 级 数 e”, 复数 多 项 式 函数 Z, (x) 和 分 离 变 
量 法 综合 构成 ， 分 离 变量 法 将 空间 坐标 师 数 和 时 间 是 数 分 离 . 求解 基 础 在 于 复数 柱 函 数 
ewZi Crz) 和 贝 塞 尔 函 数 在 圆 域 带 权 正 交 性 。 这 种 求解 方法 是 数学 物理 方法 的 一 种 基本 方 
法 ,求解 中 建立 的 复数 柱 多 项 式 函 数 如 同 贝 蹇 尔 多 项 式 函 数 一 般 ， 具 有 一 般 性 ， 本 童 以 下 
部 分 对 复数 柱 多 项 式 函 数 进行 研究 。 


5.3.6 复数 柱 函 数 解 实数 化 证 明 
根据 式 (5 - 20)， 可 得 
= DA righ i = pn, Bd lin lt 


定义 新 的 多 项 式 函 数 J (x) 
J = 
其 中 Z sw 根据 (5 -23) 计算 。 
根据 式 (5-22)， 可 得 
Zin,, (7) = ra (x) (5 一 48) 
当 关 0， 对 应 如 == a 十 ib1, 的 复数 柱 函 数 解 可 写 为 


二 二 


n=—% 


| 


pi (x) {AiouscosLn 十 alnCz) 一 AsvsinLO 十 ailnGCz)]) 十 


1 一 | 


by (Zr)(1A wuicos[LO 十 clnGz)] 十 AsinLaO + a ln(x) ]}+ 
| 
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I 
人 he 人 (Ai.o.rcosLng 寺 ainln(x)] Se AiossinLzO 十 arwln(Z)] } 二 


mn 


DT Cx) {AvocosLm tasln Cx)] oA.osinLm0 + a.sln(z)j}+ 


w=] 


i DY Cr) (AicosLn taln(z)] tA.osinLn + ar.,ln(x)]}+ 
1 一 1 


(5 一 49) 
DR 2 Cx) {A 0cosLn0 十 aln(z)] 十 A wossin[Lzg 十 avln(Cz)]) 十 
n=] 
DTY 7) {A ocosLnd + arsln(z)] — A .osinLn + ar.sln(z)])} 
n=1 


当 n 关 0， 对 应 户 ， 


= ww 一 ib 的 复数 柱 函数 解 可 写 为 


光宇 A (er 二 


> J (C(x) (A.orcosL[n0 十 aln(z)] 一 Aosisin[Lzg 十 aln(Cz)])} 十 


1 一 上 


> J (C7) {AzoicosLm 十 cvln(z)j 十 Arorsin[L10 十 cvln(Cz)]) 十 (5-50) 
RE 

和 (CD)(A .0.rcosLnd tansln(z) jt A ossinLzg 十 cln(Cz)]) 十 

4 一 】 


As .0 COSLn0 十 alln(Cz)] 一 AnyvsinLz0 十 clnCz)]) 
n=| 
采用 式 (5-14) 和 (5-23) 可 以 得 到 


J = Tr 
(5-51) 
dh ss Fl 
采用 式 (5-50) 和 (5 一 51), ws 写 为 


8 
uz 一 > AznoLis, (rx)e™ = 


办 


0 一 1 


J Cz)(A orcos[LO 十 avlnCz)] 一 Aoisin[Lzg 十 alnCz)]) 十 
i > J CTZ){1AwoicosL 十 asln(Cz)] 十 Aovsin[zb 十 alnCz)]) 十 
n=] 


Da Cz) {As, wovrcosLO dt aln(z) As, ,0sin[m0 +a,ln(x)j})+ 
n=] 
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i (xXx) {A ,ocosLn 十 alnCz)]j 一 ASsinLO +a, ln(r)]} 
4 一 | 


《 遇 三 为 多) 
这 样 可 得 
1 SI Ws 一 
> / (7) | (Ag 十 A. Woor )cosLw0 本 ai.n n(x)] Sh (A. mo 内 bi )sin[L70 十 cln(Cz)] } 十 
#=| 


>， J Cr) {As 0 Aio)cosL + asln x) | CAs 0 一 ADsinLz 十 clnCz)]) 十 
让 三 上 

i>》 1 本 (Cr 十 和 no)cosLr0 aln Cz) Asn — A sn 7sin[d + araln(x)j}+ 
“= 1 

DTY CO { CAs 0 A eosL0 + a dn) + CA — As 0 )sinL0 + a ln(7)]) 
n=1 . 


(5= 53) 
式 (5 一 7b) 解 为 


UU 三 区 十 ws 十 wu 
其 中 尺 “ 是 式 (5-9) 当 n==0 的 解 。 

如 果 u 是 实数 ， 即 x 的 虚 部 为 0， 采用 式 (5 -53) 可 得 
Asmon A mot = 0 
0 
站 (5-54) 
A 0ss — Megsivon = 0 

采用 式 (5-51) 并 将 式 (5-54) 代入 式 (5-53) 可 得 

ui 十 us 一 村 [A Zi, (xYe™ + Avnw2s,, (xzDe | 


N=—% 


2Re1 > [LAL Zip, (x)e™ 十 pe ip, (Cx ye | } 
n= 


= 2 J (x) { Ano.rcosLnd + arnln(x)] — ArosinLn0 + ai.sln(x)]j}+ 


|} 


2 a (zx) {Az0rcosL[n0 十 aln(Cz) 一 AossinL20 十 clnCz)]) 
n=] 


由 于 An 和 A;.,w 为 任意 待定 常数 ， 为 简便 起 见 ，w 十 us 公式 中 2Re 1…} 可 简写 为 
Re 全 
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AN 


5.4 复数 柱 函 数 展开 定理 与 复数 柱 多 项 式 研究 


5.4.1 复数 柱 函 数 展开 定理 证 明 
考虑 实心 圆 域 (0 过 7 过 R, 0 过 0 过 2x )， 对 于 非 稳 态 热传导 方程 (5-1)， 式 (5-6) 


的 分 离 常数 可 写 为 hv 一 (人 和， 其 中 以 一 1，2,…，,o) 是 Zi,, (zx) 二 0 的 特征 根 。 
根据 参数 变换 定义 ,x 一 < 。 


由 方程 (5-6) 可 得 
2 2 
py 一 4 (5—55) 


0 
将 式 (5- 21) 中 ws = (ho 十 ime)e"2Zi, (zx) 和 工 一 2 代入 方程 (5 - 55)， 可 得 


9 (Z, (x)e”) a°|Z; (xz)e*| nw KZ (res 0 2 | 

人 1 , Pl i API dn i = 

hr 时 ] 1 有 Fr) Dh, Ce =0 
(5 56) 


Ai 是 Zis,(7) 二 0 的 根 。 根 据 式 (5-23)， 可 得 内 三 My 。 这 样 ， 一 个 As 
与 两 个 方程 关联 ， 一 个 对 于 7 的 方程 (5 -56) ， 另 一 个 对 应 于 一 的 如 下 方程 


6 ~ —ud 局 2 i 
ai， 9 [Zi (zx)e ] gp, 9 ew] 
2 9 Dro00 

mn Ko Zip,,, _ (x)e™ 0 2 
1 一 条 Fr Cd) 2 (xr)e™ 一 0 CB 09 
r R 全 1 一 


机 
其 中 op ，( 工 ) i ; Vi ny 
0 


旋 一 


这 样 ， 2Z% zt) = DZ = [Zh Cw)]* 


m=0 


方程 (5-56) 和 (5-57) 可 称 为 连带 方程 。 
Zi , (ZX)e” 的 共 思 函数 写 为 [Zi, (xz)ew]”。 这 样 可 得 
[Zoo (x)e™]" = er he DB tn = e HZ, (x) (5 — 58) 


困 
m=0 


这 样 , 式 (5-57) 可 写 为 


3 ，a [Zi (x)em] 9 [Zw Ce] Ka [Zo De 


E24 or Tai arab F 
0 2 
jg 0 [2Z;,,, (zx)e™*]" =0 ‘3.— 59) 


标记 >- 三 假设 Zin,, (ra1) 、 Zip,, (raz) 是 方程 (5 ~ 57) 的 解 ， 那么 [Zi,,, Craz)]* 


tj 0 
是 方程 (5 一 59) 的 解 。a) = ，Q2 = : 9 2 (ai 下 ) == Zis,, (a2R) =0 al 天 as o 这 
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样 可 得 
] 9 Lo (air) DZ Ci RZ Vanr) 
upd ‘ [> = 六 1 va 1 | (am )27 区 ， (air) vi 0) 
or Ar 0 六 三 len 
(5— 60) 
ee 9 [2Z, (gsr)] 9 [2Z;, (Gar)] wRK LZ; (or 
he 2 4r eh 2inK 1» i hen 
Or Or 下 多 a 
二 (a) r [LZ (or) )=0 (5-61) 


方程 (5 -60) 乘 以 一 [zw (or)e%] ,方程 (5- 61) 乘 以 e"Z (wat) . 相 加 后 将 
结果 从 = 0 到 = R 积分 可 得 


R 
[Ca)’ — (gs)’] FZ i (air)e™ LZ (ws ]" dr 0 (5 — 62) 


Jn 


国 汰 起 ,y 关 成 i 3 可 乱 


R Bets ne 二 
| i 天) 2 A 二 六 河 di 一 0 六 天 六 (5 -03) 
, Ee 大 AU 之 间 的 关系 
一 步 ， 我 们 研究 2 (Rr)e” 和 Zw (一 Rr)e” 之 间 的 关系 。 


标记 Z%,,( 和 E47) 为 户 (z) 。 根 据 方程 (5 - 56) 可 得 


人 9 (fee™ ) 


2 7 f in 2 in i 
rr a Me dm i pa 


] +2Ki 到 


or 


标记 Zo.(r 僵 R 全 ) 为 F(x) 。 采 用 方程 (5 - 64) 可 得 


9 《下 se 史 7 ne Ks (Frew }" Wp 
+- 2K ; 和 Fr :) (Few) 一 0 
] 趟 3 = 一 了 人 re Pe 


9 
Ir 


9 (Fue™®) 
避 产 


] 守 
(5 = 65) 
方程 (5-64) 乘 以 一 (Fe%) .方程 (5-65) 乘 以 e”/,， 相 加 后 将 结果 从 r= 二 0 到 

r 三 R 积分 可 得 


pj i > hoa ES 
[一 人 = 人 页 ) ]| 2 (人 re [Zs (ye dr=0 (5-66) 


因为 yo, 关 p02.w;，， 可 得 


0 
Ml / 


Re dr=0 (5—67) 


| 办 泡 Jew [2 ( 
其 中 n 关 0。 

根据 式 (5 -63) 和 “5 - 67), 依据 Sturm 一 Liouville 理论 ， 可 得 Zn Cr&Rs)ew 系列 
在 圆 域 (0 过 r+ 三 R, 0 三 0 达 2x) 关于 权 r 正 交 。 根 据 Sturm 一 Liouville theory 和 
Zr (re 正 交 性 ， 可 得 复数 柱 函 数 展开 定理 ， 并 给 出 西数 展开 为 复数 柱 丙 数 的 充分 


条 件 和 计算 公式 。 
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复数 柱 函 数 Zw (2 全 学)e“ 展开 定理 


设 c(r:0) 在 区 域 (0 过 + 过 RR，0 过 0 过 2x ) 是 分 片 连续 函数 ， 这 样 p(x,0) 可 以 展开 
为 复数 柱 函 数 级 数 


wir = 2 Dy Ban 十 2b]l oR (5 — 68) 
1=—% j=1 j=1 


其 中 必 w 是 Zi Cr) =0 当 nn 闫 0 零点 ,1W 是 0 阶 第 一 类 贝 蹇 尔 西数 零点 。B,,o.,01 为 级 
数 常 数 ， 若 8(r,0) 是 函数 关于 “的 /Cr) 和 关于 (7,0) 的 函数 g(r,0) 之 和 ， 即 
rp (5-69) 
耶 么 级 数 常数 可 以 由 下 式 确定 


P25 Rk 0 
| | pi(r,0) LZo 人 Seo] rdrd0 


Bou = FN (5 -70) 

Nl 

2x 『R 让 * 0 
[LN = | | [2 ew] Zo Ct edrdd (5-71) 
和 和 
R re 
| /Trdr 

By = (5 -72) 


PR jt 
| Ce)] rar 

式 (5-68) 可 被 称 为 g(r,0) 的 复数 柱 函 数 展 开 式 。 对 于 圆 域 (0 志 r 二 R,，0<0 
二 2x ) 任 一 点 . g(r.0) 连续 ， 那 么 该 复数 柱 函 数 收敛 到 g(x,0) 。 


5.4.2 2 (z) 多 项 式 与 贝 塞 尔 函 数 的 关系 


根据 式 (5 -22), Zi (x) = x Bhs 


m=0 


在 式 (5-23) 中 ， 取 


Zi = : 
2 1 K ,, 0 Ki 二 1) 
(5. = 73 
Z; , 
a (22 Kl, 了 n VK — Ki 十 1) 
利用 PCz) 的 递 推 特性 ， 一 般 项 系数 变 为 
罗 必 《一 1)™ 
| 227 IT(—n VK 一 K +m+t1) 
(5—74) 
|z CE 
2"m1T(n VR» — Kt 十 六 十 1) 


恨 据 第 一 类 贝 赛 尔 函 数 定义 ， 结 合式 (5 -74) 可 得 
Zin, (rx) = ia] = Ce) (5—75) 
其 中 (7) 为 一 0 阶 第 一 类 贝 寨 尔 函数 。 
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式 (5-75) 建立 了 复数 柱 多 项 式 和 贝 塞 尔 多 项 式 关 系 。 对 于 各 向 同性 热传导 、 正 交易 
性 热传导 问题 , Ki, = 二 0 ,a 二 0， 2, Cz) 二 J,(x) ， 即 在 各 向 同性 热传导 、 正 交易 性 热 
传导 问题 中 ,复数 柱 多 项 式 和 贝 塞 尔 函 数 一 致 的 。 这 样 从 物理 意义 上 ， 复 数 柱 函 数 与 各 向 异 
性 物理 问题 对 应 ， 贝 塞 尔 函 数 与 各 向 异性 物理 问题 对 应 ， 物 理 与 数学 就 这 样 紧密 联系 起 来 。 
在 本 书 下 面部 分 ， 复数 柱 多 项 式 2 ， (z) 都 在 式 (5 -74) 基础 上 采用 式 (5 -75) 定义 。 
根据 复 变 函数 理论 ， 可 得 


fz = nn = cos(a ,lnz) -isin(a., lnr) 
, (3,=.76) 
[Cx )” = cos(gnlnz} — isinCg, slnz) = @ Wal = gq ja 
其 中 (zx*w)” 为 zx“ 的 共 恩 函数 。 
Zp CE" = 2 (RY 一 Ba 页 所 充 ) 
ee _ Ch 
Za (ze =©7 (x)[cos(n0 talnr) tisin(n 十 alnz) 
由 式 (5 -75)， 可 得 | 
A (一 zw (一 并 ) (5 —78) 


综合 式 (5-75) 和 (5-76)， 可 得 Za 一 1, (x)LeosCarslnr) tisin(a., lnr)] 

从 上 和 式 可 看 出 ， 贝 塞 尔 函 数 (x) 类 似 复数 柱 多 项 式 孔 数 的 广义 振幅 .ulnx 类 似 
复数 柱 多 项 式 函 数 的 广义 幅 角 。 当 广义 幅 角 为 0 时， 复数 柱 多 项 式 和 贝 塞 尔 函 数 一 致 。 

应 用 式 (5-75)， 可 以 将 式 (5-39) (5- 42b) 和 (5-46) 等 上 述 计 算 公 式 进 行 
5.4.3 Zi, (Xx) 多 项 式 的 微分 公式 、 递 推 关系 式 和 积分 公式 

如 同 不 同 阶 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 有 一 定 联系 ,不 同 阶 的 复数 柱 多 项 式 也 存在 这 种 联系 的 
微分 公式 和 递 推 公式 。 

(1) 2 (z) 多 项 式 的 微分 公式 

Zis(T) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


二 [zw) "(ry 2 Cy (5 =79) 
ELx 2, (x)] =— x Zi (rT) (5 B03 
( 有 y Lt J | = Ce 二 5—81) 
i 二 (5= 
‘ 
人 (5-82) 
工 d 汉 六! 


证 明 : 

由 Zi, (zx) 的 表达 式 (5 -75) 和 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 表 达 式 可 以 推出 两 个 基本 递 推 公式 
(5-79) (5-80)。 

根据 Zi(r) = zjJCrz) 和 第 一 类 贝 蹇 尔 图 数 定 义 J (rx) = 


i 大 ~ 2A+A 
[和 x ( 子 ) ] :p=ati, 我 们 有 


NsE 


ll 


0 
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d ip N > Pe ad ia 十 让， Sia (一 机 次 六 \2kb 
TB tl] = Lg 2 FTO ST a ] 


(一 开关 T2424 7 
E22 pit i 


(一 只 加 2 一 2 一 1 
= | ( 
Ca 之 FT oH) 
> > 《= 了 六 24 一 2 一 1 
全 /122 一 0 


= x "J (Zr) 
因为 Zi;, 1(x) = 二 x*J ,1(x) ， 这 样 可 得 


ELC) = 
式 (5-79) 得 证 。 


dr-1 Fl C1 这 a 
A 一 le 2 Fr — pT 


(— 1)* 
-AD WIT b+ 1)™ ] 


k=0 


所 学 (一 D)42 or 
全 2 人 LPGE 一 0 十 1) 


加 


去 A dh $i 2mt1 
全 (加 十 1)1222000PO2 一 0 十 1 十 1) 


六， 一 了 zt! 
A 2 TO 一 0 十 1 十 1) 


一 一 (= 1 .241—b ]: 
a FT ft 


j=0 A 
=— rx "Lpti(7) 
这 样式 (5 -80) 得 证 。 证明 完毕 。 式 (5-81) 和 (5-82) 推导 需要 用 到 后 面 的 
Zis(X) 多 项 式 递 推 关系 式 ， 证 明 放 在 后 面 ， 下 面 先 研 究 递 推 公子 
(2) Zi, (xX) 多项式 递 推 关 系 式 


re ye (5 - 83) 
7 全 ipZi (x) = (5 ~ 84) 
区 2b 
Zo (x) + Zon x) —— WZ (x) (5 - 85) 
2ia dZ;, (Zz) 


(7) 亲切 由 以 元 7) 一 ivi CE) Ss 2 G5 — 86) 


dz 


证 明 : 
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将 二 [Cazw) “Zp(7)j] 二 (x) “Zi 1(7) 的 左 端的 导数 求 出 ， 化 简 后 可 得 


二 _ py) 

和 

可 
es i 一， = 2p) 

ey Ec i i nd i 

考虑 到 Cy 人 一 (一 小 一 这 ) 
这 样 可 得 递 推 公式 (5 - 83) 
r DZ, 7) (bin) = 一 六 区 1(7) 


根据 EL 可 二 一 天 区 0 过 可 得 


2. | LZ (x)] 十 训 (x) Er WY 
这 样 可 得 
d 
—(r™") 
ee 生 2 CY da 和 =— 72Ls1 (7) 
Ex Le 
还 d22Cz) 一 1 二) 二 一 
dx 
将 式 (5 -83) 减 去 式 (5 - 84) 可 得 递 推 公式 (5 -85) 
ph 7, (过 


显然 根据 式 (5-85)， 如 果 已 知 DZ Crz) 和 2 Cr) ， 即 可 计算 出 Zr) 
将 式 (5-83) 加 上 式 (5-84) 可 得 递 推 公式 (5 - 86) 


2ia 


82x) + Ba ls) — Zpuilry = ¥ 


dx 
根据 式 (5-86)， 如 果 已 知 Zi GZ) ,2 (x) .Zi(x) 即 可 计算 出 导数 [Za 让 
tx 


式 (5-83) (5-84) (5-85) 和 (5 一 86) 为 复数 柱 多 项 式 Z, (x) 的 递 推 公式 ， 
下 面 再 证 明 式 (5-81) 和 (5-82)。 将 式 (5 -81) 改写 为 


1 ro 2, 0)] = can 2 
Yr dz 
考虑 到 
EY Ly Bt 一 my st] 
dx x dx 


志 生 和 之 i -ip ) a 2 C2)]} 
Eo 区 版 dz 
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[Cazo) 2 CD 一 二 人 二 [Ca Z,, (z)]) = FL) Zi 1 (x)] 


根据 式 (5 -79)， 可 得 


ErLe) (|] = Hi ’ 区 久远 7 一 ia 二 bY ys 1 (Xx) 十 x? 


1 


(二 后) [txt ” ZF 坟 (一 二 坟 dr): Zi (0)]+ Ler) BY] 
一 x J et el 下 对 (x)] 
远 dz 
根据 递 推 公式 (5 -83)， 上 式 右 式 
Ez, Ce + 2 1 
这 样 可 得 
1 上 ip ys» —ia—lr2 
> 了 [让 一 Em Cw) 
重复 以 上 步骤 ， 类 似 可 得 
2 
2 元 ) Cy” = 
式 (5-81) 得 证 。 下 面 证 明 式 (5 -82), 将 式 (5 -80) 改写 为 
es 
范 这 天 Tn 
1 d d, 1, 1 
村 es pp mt ls ip i 
2 tr = | Lr Zz) |} = 去 二 


根据 式 (5 -80)， 可 得 


[zx 2 |] = 二 [一 TIN = CaO I Za 一 天 亿 


(过 二 :[x YZ, (x)] = 二 [一 二 让 (zx LA Ce] 
1 运 二 让 二 区。 
四 x" i = Zn (x) op 


根据 递 推 公式 (5 - 84)， 可 得 


1 一 看 
ml Zan) — Zan x)] = sls Zotz) 
这 样 可 得 
(2 Ly) [x PZ (2 = Zz) 


再 考虑 (二 屿 ) [x WZi(z)] 的 情况 ， 


1 
( EE) 公休 = 二 二 fy 


将 上 式 右 式 展开 可 得 


dx 


dx 


Ee 


Zip-l (Xx) 


[过 人 订 于 PL?Z, Ca 


Zipti (ZY) 
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1 


ld 1 Zu (7)] = - i 


T dx -zx ,iu—lrt2 


根据 递 推 公式 (5 - 84)， 可 得 


Sl ne NY 
全 dr 


Ls 一 这 总 下 Zi (x)] =— Zz) 
这 样 可 得 
( 土 二 ) [x 2, (7)] =— ers Zu (7) 
重复 以 上 步 台 ， 类 似 可 得 
ty 


式 (5 - 82) 得 证 。 

可 以 容易 证 明 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 和 北 推 公式 是 复数 柱 函 数 Zi, (x) 微分 公式 和 递 
推 公式 的 特殊 情况 。 

(3) 有 关 Zi, (zx) 的 积分 公式 

有 关 Zi, (x) 多 项 式 不 定 积分 公式 


上 E (CEP) Zn CE = Ce) Bi (5—87) 
| 和 dr =— x Zr) (5 - 88) 


证 明 : 

由 式 (5-79), 邻 ip->ip 十 1 ， 可 得 式 (5-87); 由 (5-80). 令 ip 一 ip 一 1 ， 可 得 
式 (5-88)。 

有 关 Zi, (x) 多 项 式 定 积分 公式 


| (RP Zi Cid = Ce "Dipak ty (5 89) 
"a 二 一 (5 — 90) 


[Cp 1)/2]. 
[Cp' 3)/3]: 


式 中 使 用 了 Pochhammer 记号 (a)i,(a)o 一 1,(a) = 二 al(a 十 1)(a 二 2)*…(a 二 kh 一 1) 


[区 六 一 二 寺 的 下 
k 
Fs Et CTT rr Ta 


| 2dr = -Db+t2kt1) 2 (5-91) 


k=0 


wp (FE) (5 92) 


| XZLip (Tr)dr = 
证 明 : 
由 式 (5-87) 可 得 式 (5-89)。 由 式 (5-88) 可 得 式 (5-90)。 


2 [Cp 1)/2] 
eo | 
E ee p+1 生 Te [Cp F373 2 


[(p 十 1)72]， 
-5 5 十 2 十 1 p33 Tt 


= [Cp+ /2 
= b+ a+ pep Ta 


Za _pH2kHCt) 


第 5 章 圆 域 各 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 解析 一 一 复数 柱 多 项 式 与 复数 柱 函 数 。 75 ， 


式 (5-91) 得 证 。 


a [Cp— s+ 1)/21]. 
_\ & ”一 ”一 一 — te 一 /2 人 十 (2) 
| Zaide = TT a 
2 = [Cp— s+ 1)/2], 
一 一 | ee 庆 志 一 大 -24 十 ( 
Bs Ti 0 i 
2 二 [Cp— s+ 1)/2] 
> 0 
Prep OT Te ME 


式 (5-92) 得 证 。 
有 关 Zi, (x) 多 项 式 的 无 穷 积 分 公式 

Tt DD F(t+! 
oa’"'T(— b+ 1) 2 
I el sk Yn dk sb a kk) ] 
ep b+ I" 2 i 


| wa td = , 台 十 1, 一 5 十 1, 一 亏 ) (5 — 93) 
0 a 


[evrZ, dr 本 5 ls 一 点 ) 


y 有 有 (十 切 Ce 十 vy px 十 vy 十 1 
; 尔 和 了 at 1 Es 2 F(E -Ee . 让 
根据 汉 克 尔 积分 | e “Jo0trd 一 二 作证 罗 (名) EC “二 1 十 


乞 ), 可 以 得 到 式 (5 - 93) 和 式 (5 - 94) 得 证 。 
CC 


5.5 第 二 类 复数 柱 多 项 式 定义 及 其 说 推 公 式 


对 于 各 向 异性 问题 ， 在 特征 根 pi = ai 十 这 中 实 部 a 不 为 0、 虚 部 4b,, 是 整数 情况 
下 ， 这 时 第 一 类 复数 柱 函 数 Z,, (zx) 与 Z,,, (x) 线性 相关 ， 这 样 根据 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 的 
思想 ， 需 要 定义 第 二 类 复数 柱 函 数 Yv (z) 
考虑 式 (5- 14) 
六 = a tb,, 


Ms 三 一 nkK i, 
bi = nV (Ks — Ks *) (5 — 94) 
42 =— nkK 1s 


bz 1 (CK Kis 2 
基于 以 上 式 (5-94) 特征 根 分 布 情况 ， 定 义 
Lips CFIEOS(— basze) — Zip, , C2) 


Y, (zx) = i (5 -95) 
当 虚 部 hh,, 是 整数 情况 下 
, Zp, (rheosbyrar— Zi x) 
Yi,(x)= lim = = (5 — 96) 
bo Tk sin(— bo) 
根据 式 (5-75) 可 得 ， 
J Cx)eosbs n= J, Cr) 
Yi (1) = x 二 和 i (5 —97) 


sin(— b,,,n) 


。 76 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 师 数 


Yi (x) = x a (5.— O89 
其 中 YY (z) 为 一 b.， 阶 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 。 
为 简化 起 见 ， 可 记 ip, = ip,ip = ia—b (5 — 99a) 
其 中 a =—nKizs = VK — Krys 2) as ， = = (5— 99b) 
这 样 可 得 
Lins CE) = 六 n(x) sin, CX) = Zo (5 一 99c) 
式 (5-95) 可 简写 为 
这 二 Za_sn(x) (5 -100) 
当 虚 部 一 b., 是 整数 & 情况 下 ，(5-96) 可 简写 为 
VY (ay = le pa — Lust)cos(br) (5 -101) 
一 人 -大 sin(pxr) 
式 (5-98) 改写 为 
YY, (1x) = x*Y, (x) (5 -102) 


上 式 Y_,(x) 为 一 b 阶 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 。 
采用 式 (5-99a) 和 (5-990), 式 (5-100) 也 可 写 为 
YY (5 一 103) 
显然 ， 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 是 第 二 类 复数 柱 多 项 式 的 特殊 情况 。 
综合 式 (5-76) 和 (5-103)， 可 得 
Yo (Cz) = Y,(x)[Lcos(alnz) + isin(alnz)] (5 ~ 104) 
从 上 式 可 看 出 ， 第 二 类 贝 塞 尔 函数 Y_,(x) 也 类 似 第 二 类 复数 柱 多 项 式 Yy (zx) 的 广义 
振幅 , aln(x) 类 似 第 二 类 复数 柱 多 项 式 Y (zx) 的 广义 幅 角 。 当 广义 幅 角 为 0 时， 第 二 类 复 
数 柱 多 项 式 Y,, (x) 和 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 Y_,(x) 一 致 。 
根据 第 二 类 复数 柱 多 项 式 定 义 (5 - 100), Y;, (x) 为 第 一 类 复数 柱 多 项 式 2Z, ,(x)、 
Zs(X) 的 线性 组 合 ，(5 -100) 中 没有 与 + 相关 常数 ,这样 第 一 类 复数 柱 多 项 式 的 微分 公 
式 (5-79) ~ (5-82) 和 递 推 公式 (5-83) ~ (5 -86) 也 适用 于 第 二 类 复数 柱 多 项 式 
Yi (x) ， 即 以 下 等 式 成 立 
第 二 类 复数 柱 多 项 式 的 微分 公款 


LY) “Yi 7)] 一 (zx) YY (zx) (5 — 105) 
Lz wy (7)] = Yn (EY (5 — 106) 
d k 
(sg [Cry* Yo Cnr Yn Ce) (5 = 107) 
(4 ge iD] 一 (一 TD (5- 108) 
第 二 类 复数 柱 多 项 式 的 递 推 公式 
x 2 YE Yi (5— 109) 


dz 
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这 所 [yw(z] 1p) =— a (2) (5-110) 
20 
Yi Yr Cd = TY (7) (5 —111) 
2ia 本 | 
Yo 十 了 ta 一 YosrCz) 一 2 [Ys(z)] (5 一 112) 


可 以 容易 证 明 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 、 递 推 公式 是 第 二 类 复数 柱 多 项 式 
Yw (Cz) 微分 公式 、 递 推 公 式 的 特殊 情况 。 

Zi 方程 (5-10) 的 解 也 可 写 为 

fi (lz) = AoLin x) AsioY, (x) 《5 三 1135 

式 中 An 、A 为 复数 常数 。 类 似 地 ， 由 于 Yi, (x) 为 复数 函数 , e” 也 是 复数 函数 ， 
在 许多 情况 下 YY, (x) 和 e” 是 互相 看 合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 第 二 类 复数 柱 
了 数 Y;, (x ,0) 

Ve tr = ee 

由 式 (5 一 108), 可 得 Y,(x,0) = yrewY ,(x) 

无 疑 ， 对 于 某 些 各 向 异性 问题 ， 在 特征 根 pi = a 十 ib1., 中 实 部 a 不 为 0、 虚 部 0， 
是 整数 情况 下 ， 第 二 类 复数 柱 函 数 就 震 要 计算 。 


5.6 ,第 三 类 复数 柱 多 项 式 定义 及 其 兹 推 公式 


采用 以 下 定义 
ip, = ip,ip = 一 /十 io ,au = 一 MK 一 一 2 VK 一 Ko ),a = a,bs, =b 
第 三 类 复数 柱 多 项 式 函 数 定义 是 

J Hi" (x) = Zi x) iY;, (x) 


' (5 — 1149 
[HY C7) = Z, (x) — iY, (2) 
式 中 Zi, (x) ,Yi (x) 分 别 为 第 一 类 、 第 二 类 复数 柱 函 数 。 
根据 式 (5-75) 和 (5 -103)， 可 得 
HD Cr) = | yl) YY., C3] (5—115) 
HP) = x [J (x) ei Cz) (5—116) 
五? (z) Hi? (zx) 分 别 可 称 为 第 一 种 和 第 二 种 第 三 类 复数 柱 多 项 式 函 数 。 
显然 ， 第 三 类 贝 蹇 尔 函 数 是 第 三 类 复数 柱 多 项 式 函 数 的 特殊 情况 。 综 合式 (5 - 76) 
(5-115) 和 (5-116)， 可 得 
Hi’ (x) = HGCz)[CeosCalnz) 十 isin(Calnz)] 
( 2 6 (5.= 117) 
Hi (x) = H(zx)Leos(alnx) tisin(alnzx)] 


式 中 万 六 (z) 二 (zx) 十 说 (7x) ,H(zx) = (zx) 一 iY_,(x) 分 别 为 第 一 种 、 第 二 种 第 
三 类 贝 塞 尔 函 数 。 
从 上 式 可 看 出 ， 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 也 类 似 第 三 类 复数 柱 多 项 式 的 广义 振幅 ,ulnz 类 似 
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第 三 类 复数 柱 多 项 式 函 数 的 广义 幅 角 。 当 广义 幅 角 为 0 时 ,第 三 类 复数 柱 多 项 式 和 第 三 类 
贝 塞 尔 函 数 一 致 。 

根据 第 三 类 复数 柱 多 项 式 定 义 (5 - 114)， 第 三 类 复数 柱 多 项 式 为 第 一 类 、 第 二 复数 
柱 多 项 式 函数 的 线性 组 合 ， 式 (5 -114) 中 没有 与 x 相关 常数 ， 这 样 第 一 类 复数 柱 多 项 式 
的 微分 公式 和 递 推 公式 也 适用 于 第 三 类 复数 柱 多 项 式 ， 即 以 下 等 式 成 立 : 

第 三 类 复数 柱 多 项 式 的 微分 公式 


ELC) “Ht = (re HE Cy (5—118) 
ELx HY (x)] =— a py C6 119) 
d 大 
(gz) [we HE ry x (5= 120) 
k (k) (hk) 
(4) EE a (5 -121) 
本 
第 三 类 复数 柱 多 项 式 的 递 推 公式 
(k) 
x le ip HP Cy = ,rh (5— 122) 
dx 
~ ELHY (2) — pH (ry = = x (x) (5- 123) 
H(z) 十 HY (x) —— HY (7) (5 -124) 
2iayryp (k) (kk) es d {k) c = 
Hs (ny Hts} = Htstad) = 2 到 Lv td (5=125) 


可 以 容易 证 明 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 、 递 推 公式 是 第 三 类 复数 柱 多 项 式微 分 公 
式 、 递 推 公 式 的 特殊 情况 。 


5.7 复数 柱 多 项 式 函 数 渐 近 展开 


复数 柱 函 数 可 以 看 作 是 经 典 贝 塞 尔 函 数 与 复数 需 图 数 的 乘积 ， 这 样 利用 贝 塞 尔 吨 数 的 
渐 近 公式 获得 复数 柱 多 项 式 函数 Zi, (x) 的 实 部 ReLZi, (z)] 、 虚 部 ImL2Z (2z)] 渐 近 展开 式 
pi 三 a 十 i 固定， 在 |x| 一 %w 的 情况 下 ， 可 得 


ge 2 Din x 1)"(—b.,,m) 
Re[ Zi, , (x)] 2 cosLa,ln(x)], /去 [cos(z 十 7 4 


一 Sia( 立 十 


多 吕 一 记 2 十 了 
3 sD si ] 


1 一 0 


2 br x 1)"(—b,m) 
|] A /一 [Lcos(x 十 ) > ee 
Im[ 2Z;,, (xz) |] > sin[a,ln(x)] 二 [cos(7 2 2 gE 


Os (= Db sm 丰 1) 
sinte 一 hh CE ] 


m=0 
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同样 可 得 第 二 类 复数 柱 多 项 式 函 数 了 (zx) 的 实 部 Re[Y,。 (z)] 、 虚 部 Im[Y， (z)] 
渐 近 展开 式 pi, 二 a 十 ib1, 固定 ， 在 |x|> % 的 情况 下 ， 可 得 


| . re, Bm _ C= 1 (= sn) 
Re[lY;,,, (zx)] 关 cos[a.,ln(x)] / 云 Lsin(z 十 2 一 


(= 1)”C 一 B22 流入 D] 


2 (Dr ) et 


A Ee Oo 人 夫人 访 w2 议 ) 
ImLYw ， (x)] a sin[La,ln(x)] / 云 Lsin(z 十 2 人 py CO 


m=0 


5 . 
二 e065( 交 十 2 各 er 


x ) 5) 人 一 《一 所 站 过 大 十 J 


b, i 
十 cos( 工 十 2 (OT) mT 


I(0. 5 + yt py (p=1,， » ws 


上 式 符号 (vy,p) 意义 如 下 : (vy,0) = 二 1, (y,p) = pIT(0.5+v— Dp) 


59,8 边界 条 件 下 的 圆 域 非 稳 态 热传导 问题 求解 


5. 8.1 给 定 第 二 类 边界 条 件 的 实心 圆 域 非 稳 态 热传导 解 


对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 (绝热 边界 条 件 ) 的 实心 圆 热 传导 问题 ， 可 得 边界 
条 件 : 
9 1 妨 开 加 
gq; [a= (a 了 | 一 人 (5-126) 


和 自然 条 件 T(0,0,1) 为 有 限 值 。 

式 (5-126) 圆心 温度 值 有 限 性 可 以 用 来 消减 式 (5 - 24) 一 半 的 待定 系数 , 2, 二 0 ， 
/二 1 的 对 应 项 A 可 以 消减 ， 而 对 应 于 /二 2 的 待定 系数 As,, 由 于 2, 二 0 需要 确定 。 为 简 
化 起 见 ， 引 入 如 下 标记 ， 

a 一 一 MK =—n VK — Ky ) ,a = a,bsy, = 6b, ip, = ip,ip = ia—b,， 

式 (5-126) 边界 条 件 简化 为 


dd u(r,0) 9 u(r,0) 
he 


r= R,— [Lk r=R 一 0 (5.—127) 


引入 参数 变换 


Kn ee 1 ,Kis = 如 生生 一 一 $j 六 AAA 
Bi ki 


对 式 (5-127) 进行 参数 变换 ， 可 得 


9 # 9 ， 
z= RW, 志和 守 2 + Ki 二 人 | wwE 0 


将 & 一 (Aov 十 iAynos )e™2;, (2 代入 上 式 ， 根据 1 天 0 时 a 非 平凡 解 条 件 ， 可 以 
得 到 特征 方程 。 


世 9 Zi, (Xx) 


H+ KisinZ, (x)]| ,nr= 0 (5-128) 
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求解 式 (5- 128) 可 得 零点 多, ，j 二 1，2，3， 
Bs = RA 
根据 特征 值 A’ 可 以 确定 式 (5 一 31) 解 形式 ， 进 而 确定 问题 解 。 


5. 8.2 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 各 向 异性 实心 柱 体 热 传导 非 稳 态 解 
第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 条 件 ) 为 


es (his 加 十 ks 5) a he (5 — 129) 
和 自然 条 件 中 心 T(0,9,1) 为 有 限 值 。 hi 为 柱 体 与 外 界 环境 热 对 流 系数 。 


圆心 温度 值 有 限 性 可 以 用 来 消减 式 (5 -24) 一 半 的 待定 系数 . 加, 二 0 . /二 1 的 对 应 
项 A, 可 以 消减 ， 而 对 应 于 /二 2 的 待定 系数 As., 由 于 /二 0 需要 确定 。 

式 (5-129) 边界 条 件 简化 为 
Dams 0) 


r= R,— [hk 4 DT tb) = 0 (5—130) 
or r ng 
引入 参数 变换 
ki k2; 
Ki = 1, K's ee 克 % Ks 天 A -A (5 131) 
| ~1} 


对 式 (5 - 130) 进行 参数 变换 (5 - 131) ， 可 得 
r= RMA,—[x OE Rs SH Rur0) 一 (5 =182y 


将 == (Ao 十 iAyi.o0.1)ewZi(z) 代入 式 (5-132), 根据 了 关 0 时 A 非 平凡 解 条 
件 ， 可 以 得 到 特征 方程 


[x dZ; Cr 


NE 《5 一 133) 
dr ki 


求解 式 (5 -133) 可 得 > LL + KinZy (x) — Zi(x) = 0 的 零点 根 内 ss， ， 
Ai 1 


一 ]， 2 8s Ss 


pri = R VAS 
根据 特征 值 可 以 确定 式 (5 -31) 解 形 式 ， 进 而 确定 问题 解 . 


5.9 圆 环 域 非 稳 态 热传导 求解 与 复数 柱 环 函 数 圆 环 域 展 开 定理 


5.9.1 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 圆 环 域 非 稳 态 问题 与 复数 柱 环 函 数 圆 环 域 


展开 定理 
对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 圆 环 域 非 稳 态 热传导 问题 边界 条 件 为 
u(ri.0) 一 0 
| C=" 
u(r»10) =0 


考虑 变换 工 =rW，, 式 (5-134) 可 改写 为 
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u(xz1,0)=0 
(5 —135) 


u(x,» ,0) 一 0 


其 中 必 = niWdrrs = 二 mn 。 
根据 Z;, 方程 (5-10) 的 解 (5 -24) 
u(xz30) 一 [AZ C(x) 十 AZ (x)Je™ (5 = 136) 
式 中 Al.,、A;., 为 复数 常数 。 
将 式 (5 -136) 代入 式 (5 - 135)， 根 据 待定 系数 A1.,、As., 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 特 
征 行列 式 
Lip CL) Qi CEi) 
2 


=0 (5-137) 
py Ca) Bip Ca 


求解 式 (5-137) 可 以 确定 特征 值 MX 。 根 据 式 (5-137) 可 得 


所 ) 
= Zn, 直 
A;., Al. n “nl 区 A) (5 138) 
特征 函数 
Zs 攻 罗 Vy 
wn (70) = Ai[Zo Cr MA) 一 一 r VAm)]e (5-139) 
Z IT 
T(r,.0,t) > 
Zip, Crh Ae op 
Dh, nDajer Amnont LZ , < / AD)— hi VIN 1 ry / A ) Jewe 一 和 
= Traty 
(5—140) 


式 中 T(r,2) 为 中 心 对 称 情况 下 的 贝 塞 尔 函 数 解 


Treo = PA VD- rt Me 
0 1 0 


必 为 下 式 的 根 

Jr Va) YoGr VD ) 

Totr yA) Yo vay 
将 1 二 0 代入 式 (5-140)， 再 代入 式 (5 -3) 初始 条 件 可 得 


NR 
有 DY thn wou | iAsioga LZ Cr WAP Y= 2 Cr VAY )Je™ 十 TUr,0) = g(r,0) 
H=—%w #0 j= ee MA ) 
(5 —141) 
求解 式 (5 一 141) 可 得 AwwoorrArwos 。 下 文 给 出 简略 证 明 ， 如 果 g(x,0) 是 在 圆 环 


(mr<rn,0<0<2n) 内 分 上 连续 函数 ， 且 on 三 gi1(r,0) 十 f(r) ,gplr,9) 能 展开 
为 以 下 双 复 数 级 数 和 贝 塞 尔 级 数 之 和 
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g(r,0) = pp i tae Pit [一 Lr YA yyY,(r yoy] 
n=] J Yo a 


(5 = 142) 
其 中 Bao,; 是 复数 常数 ， 记 为 Bio 二 有 ez 3 iB sp. 
tn PY 
Sy (2) = ZF - Zip, (x) 
有 WA | 
a | ee |S;, Cr VA )ew] rdrdb C8 = lAga) 
B g 四 0 vy 六 
Ee LN 
LN;,?j = 上 | [LS 《 r VA )e™] Si. (r VA )e”rdrd0 


和 


人 FL Cr A Y — an dy ey A Yd 
C 二 Yo 人 Cr = (5 — 143b) 


J 
| Llo Cr vA) — 由 人 Ln va )Y (r va Ty] rdr 
全 | 


比较 式 (5-141) 和 (5-142) 的 Jr vA) 一 J mn vA J va Oy (ry ;SS (x yA) 的 
Yo Fi V i 


系数 ， 可 得 
Alyniown, = Bl ns not = B07 9 A, Ss Go 
由 此 ， 可 以 确定 各 向 异性 圆 环 域 温 度 场 。 


5.9.2 复数 柱 环 函数 S， (zje” 圆 环 域 展 开 定 理 


考虑 圆 环 域 (x 过 rr 过 rr, ,0 过 0 过 2x )， 对 于 非 稳 态 热 传导 方程 (5-1), 式 (5 
Zo, CR ip, (oD 


6) 的 分 离 常 数 可 写 为 其 中 4 (j=1; 加 “0 ,00) 是 二 痪 
Zn., (2) Zin (x») 


特征 根 。 引 入 参数 变换 , 一- VA 。 
将 Un = (Anior 二 iA eS (rr MA ) 和 工厂 VA 代入 式 (5 =55)， 可 得 


9 9 (Sip, (r VA th 十 2 开 9 “LS; (F VA,” )e”™ ] n° Ks So, (FF Wan )e™ 
dr Br Fa0 六 


i AT je =0 


(5 一 144) 
rp Cy) Zi ZI) 


是 | -_ 庙 的 梳 。 根 据 式 个- 的) 可 得 ) 人 由 三 和 这 笠 ， 一 
Zi,,, 《za ) 2 (zz ) 


个 4 与 两 个 方程 关联 ， 一 个 对 于 的 方程 (5 -144)， 男 一 个 对 应 于 一 nn 的 如 下 方程 : 
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: {8 (Fr SD je ™) C8, Cr oS je ™) 
Lx po J]+2Kis 一 。 
Aar qr 9 rag 
(5 —145) 
KS / | —uw 
a - +A Ss (r Vad Ye ”=0 
方程 (5-144) 和 (5-145) 可 称 为 连带 方程 。 
根据 式 5- 14) ， 可 以 推导 出 Sw (r VA ) = [Sr WA)] ”。 Si (r VA 加 )ew 的 共 
和 函 数 写 为 LS， (Cr V4)ew*] ， 即 
[Sr el] = 8 (Cr ND) (5 — 146) 
这 样 ,方程 (5 - 145) 可 写 为 
9 | 9 [Si r VA )e™] ok dO.* [LS (7 AD ew] n? K ,, [Sy (r A ) ew] 
ar” ar ara0 
滥 项 只 [So (rj)ew]j¥ 三 0 
(5—147) 


标记 x = ra 。 假 设 Sy Cas de 
p, (raz)e™ ]* 是 方程 (5 - 147) 的 解 。 

标记 : 

al 一 VA yas = Va ,al 天 az ，S, 
0 ， 这 样 可 得 


[S, 


| Sip, (rai ) 


3 。 
| [> eh ] 二 2inK 1; 


p, (ria1) 一 Sip, (riaz) 


7 1 Sp (ra ) 


、Syw (as)e% 是 方程 (5 - 144) 的 解 ， 那 么 


Sy, (rsal 》 二 Sip, (rzay ) ee 


or Oo 7 0 天 


60 0 LS rz) 


9 [S;, (raz)] 


十 moSw (ra)} =0 


广 
(5— 148) 
na K,, LS， (ras )] y 


2inK 1, 


or 


mM LS, (res) )=0 


方程 (5 -148) 乘 以 一 [LS (raz)e”]" 
结果 从 == ri 到 二 x, 积分 可 得 


CA === A | rSi,, (rai)e™ [So (az)e] dr 一 0 


因为 1%， 天 Ai ， 可 得 


时 


,方程 (5- 149) 乘 以 e%Sw (ai)， 相 加 


下 | vss, (rai)e™ [S;, (raz)e™®]" ddr = 0,j A jo 
1 0 


Ar r 


(5 — 149) 
后 将 


(5—150) 


(5=.151> 


根据 方程 (5 - 151), 依据 Sturm 一 Liouville 理论 ， 可 得 Sj, (r VA )e” 系列 在 圆 环 域 
(nn 三 r 夺 1;，0 达 0 过 2x) 关于 r 正 交 。 根 据 Sturm 一 Liouville 理论 和 So Cr VA )e” 正 交 
性 ， 可 得 以 下 定理 ， 并 给 出 函数 展开 为 复数 函数 S;,(r VA )e” 的 充分 条 件 和 计算 公式 。 


复数 柱 环 函数 Sj (r VA”)e” 圆 环 域 展 开 定 理 
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设 g(r,0) 在 区 域 (ri +r 三 r;，0 人 0 2x) 是 分 片 连续 函数 ,这样 g(x,0) 可 以 展 
开 为 复数 柱 环 函 数 级 数 
g(r,0) 一 > DB,. ds r VAW )e” 十 Do, Gr y= tr op fA 
n= | oe 


(5= 152» 


其 中 B1.,.0.; ,CG 为 待定 级 数 常数 。 4,” 是 


Bi (xy) Zp, (zr) 
Zz 二 0 当 n 关 0 时 的 零点 。 A 


2 (ZX ) 5 (zs ) 
为 下 式 的 根 
(Fl V A b) Yn Ca V A ) 


Jolrs va) tre oa) 
若 g(r,0) 是 函数 关于 rr 的/(r) 和 关于 (xr,0) 的 函数 g(r.0) 之 和 ， 即 
G(r,0) = f(D +io(r0) . (5.=158) 
那么 级 数 常数 可 以 由 下 式 确定 
| | rpi(r.0) LS;, a )e”w] rdrdg 
[Ny ] 
[LN92] = | | [Si Cr VA )e™] S, Cr VAT Jewrdrdg (5-155) 


也 io 一 


和 
| rower V 7 ) 一 (mn VAo Cr va )Y 六 AT )Jrdr 
Gh Yt WA ) 
= 
kb Ey A i A yi my] rdr 
"1 Yo CA Ma) 


式 (5-152) 可 被 称 为 g(r,0) 的 复数 柱 环 函 数 圆 环 域 展 开 式 。 对 于 圆 环 域 (过 六 
全 nr，0 92x) 任 一 点 , g(r,0) 连续 ， 那 么 该 复数 柱 环 琐 数 展开 式 收敛 到 wp(~.0) 。 


5.9.3 侧面 具有 第 二 、 三 类 边界 条 件 的 各 向 异性 圆 环 域 热传导 非 稳 态 解 


对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 
oaT 1 二 


gl = (hn gr Fhe 3 + hs Ta= 0 
2 j 六 二 (5— L157) 
gq:|,-,=[ (ki = 7 Fa Th T)) m0 


其 中 及。 ,hh 分 别 为 r= 二 ri ,r= 二 rs 边 i 与 外 界 环 境 的 热 交 换 系数 。 令 hh 二 0 ,hh 
二 0, 式 (5-157) 退化 为 第 二 类 边界 条 件 。 


考虑 变换 x = 二 rA， 式 (5-157) 可 改写 为 


(xK 5 十 Ki 9 工 


) = TI), = 0 
(B= 188) 


0 
a $7) — HT)|, ,= 0 


(ZK +k 
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rih, roh,, 
其 中 x = ni Vsxs = HH = +-,H, = - 


ki ku 
根据 Zi 方程 (5- 10) 的 解 (5 -24) 
u(x,0) 一 [AZ (7X) As.sZio,, (7)Je™ (5— L159) 


式 中 A 9 A,., 为 复数 常数 。 


将 式 (5-159) 代入 (5-158)， 根 据 待定 系数 Al,, ,As, 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 特征 
行列 式 


Le = 9 [Zip, (x) 
tr es tinKizZip,, (7)— Hi Zs ,Ca | r= [x i gi (2) 二 时 Em 时 Ds, 
| =0 
9 Ani [D(x 
[x Re2 CD 一 HG [7 人 + inKia Zs (一 了 Do (7)] | 一 
(5 一 160) 
求解 式 (5- 160) 可 以 确定 特征 值 x” 。 根 据 方程 (5- 160) 可 得 
人 [各 《 运 洒 
Az a TinKiZp .Cx — Hs Zi 《这 二 J VT 
As., A 3 Ea czy] . 
人 en 二 inK 12 Zip,, (3 H,, Libs Es Vi 
(5=161) 
a 2 C2) 
ee TinkK Zi (X) —H Zi Ca Vi 
Ds 
[zx inK wwZi, (7) 一 万 Co， (x)]| jn 
特征 函数 
Wj (F230) = A LZ (Fr MP) — S20, Cr MA jew (5 — 162) 
Cr = by ea Fe lt MAD ) — 
用 一 一切。 11 天 0 ) 二 
BZ, tr WP Yee «T(r (5 —163) 


式 中 T(r,?) 为 中 心 对 称 的 由 寒 尔 函 数 解 ， 读者 可 自行 求 得 ,下面 推 导 中 上 略 去 中 心 对 称 解 部 分 。 
将 := 二 0 代入 式 (5-163)， 再 代入 (5-2) 初始 条 件 可 得 


y， >a oo Tt iAao) [Zi Cr VAD) — BZ, Cr AT )Je® + T(r,0) = pr,0) 


#4 二 一 徊 ,HH 天 0 j= 


(5—164) 
求解 或 (5-164) 可 得 iorrAiniiis l 和 77 委 » On 和 NN。 


第 6 章 各 向 异性 圆柱 体 稳 态 热传导 方程 柱 
对 称 问 题 一 一 复数 柱 对 称 函 数 


对 于 有 限 尺寸 圆柱 体 ， 如 柱 体 圆 周 向 边界 条 件 呈 现 中 心 轴 对 称 ， 那 么 圆柱 体温 度 场 则 
呈现 出 柱 对 称 的 状态 ， 只 与 (r,x) 有 关 ， 而 与 角度 0 无关。 对 于 各 向 同性 圆柱 体 柱 对 称 热 
传导 ， 可 以 采用 贝 塞 尔 函 数 方法 求解 ， 而 对 于 各 向 异性 圆柱 体 稳 态 热传导 方程 柱 对 称 问 题 
求解 ， 则 是 个 新 问题 。 本 节 采 用 复 变 分 离 变量 法 ,引入 复数 柱 轴 对 称 孔 数 求解 该 数学 物理 
方程 ， 给 出 了 该 数学 物理 稳 态 问题 的 一 般 解 析 解 。 


6.1 控制 偏 微分 方程 和 复数 柱 对 称 函 数 


考虑 各 向 异性 圆柱 体 ， 半 径 为 R ， 高 度 为 L， 柱 体内 温度 场 与 极 角 90 无关， 也 就 是 具 
备 中 心 轴 对 称 (简称 柱 对 称 〉 的 特征 。 在 柱 坐 标 系 (r,9,>) 下 ， 稳 态 温 度 场 控制 方程 


i 这 间 二 。 ahs a 这 灾 


十 
天“ 时 天 oar 之 - dzAr r dz 


其 中 T(r,z) 为 温度 函数 ，d 为 热源 函数 。 ki As As 为 热传导 系数 ， 下 标 1 代表 径 向 ”~， 
下 标 3 代表 z 方向 , kl 、k1s 、kss 表达 式 为 

Ai = Aicos 8 十 Assin2B 

kis 一 (Ai — ks)sinBcosB 

kss = kisin’B++ kscos:B 
其 中 ki As 两 个 主 方向 热传导 系数 , B 为 平面 (r,z) 中 数值 最 大 的 主 热 传导 系数 方向 与 + 
夹 角 。 


作 如 下 参数 变换 
Se a ki 3 kas e 怒 : 相 
Ki Lai ki Ks 天 , gq * J 
这 样 可 得 如 下 方程 
Ki 二 a rr 本 a | 2 天， 全 i 一 0 C6.= 1) 
六 汲 轴 Ar 9 区 dzoF r Oz 
设 方程 (6 - 1) 的 解 为 
T= 9 few (6 =2) 


其 中 于 = 一 1 ,4 为 特征 根 ，m 为 整数 , ma 记 为 4,， 即 4 二 mM 。 式 (6-2) 可 重 写 为 


T= Dy fr)ew: 
当 m= 二 0,， 式 (6-2) 为 
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1 a EE 
上 式 解 为 
4 coln(r) 十 ao 
其 中 Gos 为 实数 待定 常数 。 

当 m 关 0， 将 式 (6=-2) 代入 方程 (6 -1)， 可 得 

并 + "HiK ar + 让 二 六 一 让 让 站 十 Ks 坊 二 爷 (6 -3) 
r 


方程 (6 - 3) 为 新 的 常 微分 方程 ， 可 称 为 各 向 异性 柱 对 称 方程 。 需 要 发 展 新 的 求解 方 
法 ， 解 析 求 解 各 向 异性 柱 对 称 方程 。 当 Ki = 0 ， 各 向 异性 柱 对 称 方程 (6 - 3) 退化 为 0 
阶 变形 贝 塞 尔 函 数 。 

设 

f= Sr (人 = 和 
其 中 A 为 复数 ，& 为 整数 ，s 为 特征 指标 。 
结合 式 (6 -2) 和 (6 -4) 可 得 


T= yA, A tt el (6—5) 


m= 一 wm k= 0 


定义 : 


复数 柱 对 称 函数 Z,(r,z) = 》) >)7Awureteeaws 。 


m=—% k=0 
将 式 (6-5) 代入 方程 (6-3)， 可 得 下 面 控制 方程 
An 十 rrLAAKGL 二 2) 十 Aisz 一 i 十 2s)] 十 
rir A, oA ) Rai A Kt3 二 2is) 二 
An.2 (4 一 4 十 is” | 机 二 La a CA )* Kai = | 十 2& 十 2is) 十 
站 ai 一 2 这 十 站 一 一 退 十 2 无 十 谤 订 十 … 二 
根据 以 上 控制 方程 中 一 "" 前 系数 等 于 0 的 条 件 ， 可 得 

SL 一 一 0 

s 的 双重 指标 带 来 了 式 (6 - 5) 相对 复杂 的 解 形 式 。 根 据 所 得 方程 中 mro ,reryrasr:， 


rr 前 系数 为 0 的 条 件 ， 可 得 递 推 公式 


Ai Mm) Kas 一 ivKi(CL 十 24) 


A = 
mn (k++1)’ 


和 A 与 Au 的 递 推 公式 


(6-6a) 


A 二 Aw.ocmr (下 文 给 出 ci 形式 ) (6 -60) 
将 式 (6 -60) 代 人 式 (6 -5),， 根据 Frobenius 方法 可 得 


T= 3 WN ya y， 二 0 lr ‘eM: ]ln(r) Hy Cpt) rewns ]} 
k=1 5 一 0 


m= —% k=0 m=— 


(6 =7) 
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其 中 A,。, B,, 为 待定 实数 常数 。 
运算 中 c 难以 获得 解析 式 , $4 就 更 加 难以 获得 解析 式 ， 实 际 计算 可 以 定义 


W Eni ) 


Bg = 
9s » =0) 


这 样式 (6 - 7) 就 变 为 
T= Ph 及 [2 rem ] } 十 > B,,.o {[ DY esrt em JlnCr) 4[ Yr em ] } 
t= 人 


《6 三 
将 上 式 代 入 方程 (6-1)， 根 据 所 得 控制 方程 中 A 项 后 面 的 rr 
r*,… 前 系数 为 0 的 条 件 ， 可 得 出 递 推 公式 


c ee iK A 村 
m.1 RK,, Cin.d 
0 = Qo) [KsKn — 3 (Ks)], 
ya 4 (Ki)’ oO, 
Pn _ ik (XE IR Ki ==.5 (Ki,) (6 一 9a) 
i 1]2 《Ki 0 
2 a)’ Kc — anK 12k — en 
mk Ek? Ki 
定义 
gs es ds 
2 Ki 
多 K;; Ki — 3.(Ks) 
Wa 4(Kn)’ 
,Ku[3KskKu —5 (Ki)] (6 -90) 
SE 12 (KL) 
必 Ey CA ) K;; Chsk2 AK 13 (2k 3 eid 
Ws ik’* (Mu) °K 


其 中 & 是 偶数 。 


这 样 可 得 
Cit = nn 
Cd = a Ch 
C3 一 Zn.aCm.ol (AD 
(6 全 9e) 
Bk = Wa Ra 


时 . k+1 
Cbsi = wnt Cha)™ 
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其 中 心 是 偶数 。 
同样 ， 根 据 所 得 方程 中 B,。 项 后 面 的 产 r? rr rr rr 前 系数 为 0， 可 
得 出 递 推 公式 
ti 一 0 


Cay [| KoRn — 人 KK) | 二 2 
4 (Ki )? Cm,0 dn,2 Cmo (A ) 


加 ee 二 CR 到” id,,,3 Cn.0 (CA) 
11 


2{— Kisenn: — ZK eastn ns — iKia(2k OO— 1)t,01 + Kytes . 
ek = Dt i 
l kK 十 有 2 Ka din. m0 Cl) 
2kK 1; Cmk 2 Ks 1 iK's (2k 十 有 下 十 Ks At 
HL = = 
. (十 TDK Rk dnt Cn Ch) 


(6-10) 
其 中 是 偶数。 


注意 到 9 内 和 A 为 复数 9 定义 : 
2 > > 相 io 
les A 二 1 As 
(6-11) 
: = a + ib, 


Em’ = @ [cos(a,z) isin(a,z)] 


其 中 Ab Ep AR Asi Un by 为 实数 。 
令 c 一 1， 将 式 (6-11) 代入 式 (6 -8) 可 得 


T= >) exerAoo[iCo (A,) + CYA,)]+ 


m= — mn 


DY eB of[iC CA) + CY A,) Jlnr)}+ (6 — 12) 


> eB {LiDD GA) 十 D2 A) + oolnr+t ad 


其 中 工 三 及， CCzr) C2?(r) 、 DGCz) 、D2 xz) 为 新 定义 的 实数 多 项 式 
CY (x) 要 Sa 1 
1 一 1 
CPP (z) = Zaz2 十] 
n= ] 
(6—13) 


om 
(1) Re 21— 
D: (x) | > De 1 | 
n=2 


D2 (xz) 


| 


四 
> 2 
(ee 
1 一 1 
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值得 提醒 的 是 D，(z),D”(z) 级 数 下 标 分 别 从 2 和 1 开始 计算 . 
这 样 根据 柱 体 侧面 的 边界 条 件 可 以 求解 特征 根 ， 进 而 确定 待定 常数 ， 


给 出 方程 解 。 下 
文 分 不 同情 况 给 出 解析 解 。 


6.2 柱 侧 面具 有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 解 


侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 热 传导 边界 条 件 为 


T(R,z)=0 (6 —14) 
和 自然 条 件 T(0,z) 为 有 限 值 。 
将 T(0,z) 为 有 限 值 为 的 自然 条 件 代 入 式 “6 - 12) 可 得 
局 (6—15) 
由 式 (6 -14) 可 得 wo =0 
这 样式 (6-12) 化 简 为 
T= 2 ee A Li CMa Ce (lm) (6—16) 
将 式 《6 一 16》 代 入 式 (6-14)， 可 得 特征 方程 
i (a 4 (2 0 (6—17) 
其 中 工 王 所 。。 
求解 方程 (6 -17) ， 可 得 特征 根 1。 
条 慷 类 生动 十 适 定义 
(AD = Rs tis (6.— 18 


其 中 Ri ,Tx 为 实数 。 
将 式 (6-11) 和 (6-18) 代入 式 (6-16) 可 得 
T= 二 十 


> EY {Aor LZ (rcos(zan) — Zs Csin(za))— Asos LZ (7)sinGzan ) + Zi (r)cos(za)j)+ 


1 > et { Ao [LZ (7)sinCGa,) + Zs (rcosCGa,) | Ao LZ,, (r)cosCGza,) — Z, (r)sin(za,, )] 


(6—19) 
其 中 Aso,Awoi Cm 一 1,o) 为 实数 ;Ti 为 方程 (6 - 1) 关于 热源 q 的 特 解 ; Zr)， 
Zui Cr) 为 新 定义 的 实数 多 项 式 


ZF = 


2 3 人 tl 
1—Bailart Sa Ror —alnar Falar — wi lsr mR EY A le 


2 
A 2n+1 
= ] zi Lit > as la - Wael 
Ns 


(6.=.20) 
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2 3 4 5 i 
Zu (r) = wa dr a ir nna ig Sit La 十 Zs Rs Laan * 
k 大 十] ae 
A NY ee Rair 十 


Tm 
2 21+1 
= Rar D> Ca i Wn i | 


n=1 


(6—21) 
(1) 求解 模式 
式 (6 -19) 是 一 复数 级 数 解 。 对 于 实际 物理 问题 ， 根 据 数学 物理 实数 化 原理 ， 如 对 
应 数学 物理 方程 解 是 成 立 的 ， 那 么 解 应 该 是 实数 形式 。 对 于 式 (6 -19) 的 解 ， 可 得 
Imt TY = 3 @ ts { Ao LZ, (r)cos(za,) + Zi (r)sin(za, )j + 


三 一 % 


AoiLZ (7)sin(zan) — Zr)cos(za,)]}= 0 
实际 计算 中 ， 式 (6-19) 中 不 可 能 取 无 限 大 ， 设 mn 取 值 在 在 [一 M，M] 之 间 ， 
这 样式 (6 -19) 共有 4M 个 未 知 数 (Aoi,Aswiom 一 士 1, 士 2,…, 士 M) ， 根 据 式 (6 - 
22) 可 以 建立 2M 个 未 知 数 。 将 (6 - 19) 代入 柱 体 :一 0 和 z 一 两 个 边界 条 件 ， 可 以 形成 
两 个 方程 ,将 2 个 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 的 泰勒 级 数 [ /Cn = 》) 丰富 


j=0 


(7 一 1) ,最 大 阶 数 j 取 为 M 一 1]， 分别 对 比 r 的 前 端 系 数 即 可 建立 2M 个 方程 ; 根据 式 
(6 -22) 可 建立 2M 个 方程 。 这 样 共 建立 了 4M 个 方程 ， 可 求解 4M 个 未 知 数 ， 此 数学 物 
理 问题 得 解 。 

(2) 数值 实验 

考虑 实心 各 向 异性 圆柱 体 ， 材 料 的 热传导 系数 为 k = 2.29kcal/(m.，h，'C) ,k= 
1.59kcal/(m:h.C)，R=1m, L 二 lm, g 二 0。 柱 体 上 端面 (zx; = 1m) 温度 分 布 为 (2 一 r 
一 7”)'C ， 柱 体 下 端面 (zi = 0. 0m) 温度 分 布 为 0C 。 侧面 (r= 二 1) 温度 为 0C 。 

1) zw 分 布 情况 

系数 zi 可 以 根据 式 (6-9b) 计算 获得 。 根 据 不 同 的 各 向 异性 角 8 ， 计 算 结 果 (M= 
10) 如 表 6-1 所 示 。 


(6 =—22) 


表 6-1 zx 与 & 的 计算 趋势 (mm 二 0) 


, Bb 10° 45° 
1 一 5. 276012615342590E 一 002 一 1.804123711340206E 一 001 一 7.430109040981527E 一 002 
2 1.754336491891484E 一 001 2. 255885322563503E 一 001 3. 479297950438462E 一 001 
3 一 9. 304856368797739E 一 003 一 4. 265635346211985E 一 002 一 2. 598829331317280E 一 002 
4 8. 000585401800304E 一 003 1.746616683503586E 一 002 3. 146872980179351E 一 002 
5 一 4. 162500218076213E 一 004 一 2.840654664884030E 一 003 一 2. 305690867196547E 一 003 
6 1.645187511538716FEE 一 004 6, 417652365374151E 一 004 1. 283369093446113E 一 003 
7 一 8.334969210969289E 一 006 一 8. 860032059878238E 一 005 一 9. 156500722267983E 一 005 


由 
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10” 


续 表 


:本 抽 


9 —9.442198281860587E 一 008 


注 : 本 书 部 分 计算 数据 中 采用 计算 语言 
10* ， 


表 6-2 


1. 928417005461040E 一 006 


1. 463993532045215E—008 


A 


1. 377777659492745E—005 
一 1.616628437708133 巨 一 006 


1. 931931221903007E 一 007 


数据 格式 ， 即 . xxxE 一 0y 代表 0. xxxxX10x. 
如 5.276012615342590E 一 02 代表 5. 276012615342590 X10 2 。 


从 表 6-1 可 看 出 z,.; 随 &A 递 减 迅 速 ， 这 也 预示 着 所 得 级 数 解 收敛 是 有 基础 的 。 
2) 特征 根 分 布 情况 
根据 式 (6 - 16) 可 以 求解 特征 根 1, = a 十 i 。 计 算 结 果 见 表 6-2. 计算 取 M = 10， 


4. 4919279 


三 十, 与 m 变化 趋势 


Xs 


2.983429974046910E 一 005 


—2,.057204067345531E— 006 


14132107E—007 


Dy 代表 0. xxxx x 


10” 
mn 
一 了 人 一 4.818189201627438 十 i6. 
一 9 一 3. 044854522144174 一 17. 
一 治 一 1. 105142420684202 十 15. 
= —i8 
= 前 一 让 
一 驴 一 记 
= 12 
-8 1. 105]42420684204 十 i5. 
一 此 3. 944854522144176 一 17. 
| 1. 818189201627436 十 16. 
1 4.818189201627436 一 16. 
2 3.944854522144176 十 17， 
8 1. 105142420684204 一 15. 
! 这 
5 12 
6 16 
7 18 
8 —1.105142420684202 一 15. 
9 一 3.944854522144174 十 17. 
10 一 4.818189201627438 一 i6. 


4 


051865111841677 
626546224245049 


751691568897240 


.571638105940837 


-241016141515686 


i2. 900163483456864 


12. 909179333161391 


751691568897244 
626546224245051 
051865111841677 
051865111841677 
626546224245051 


751691568897244 


.909179333161391 
12. 900163483456864 
.241016141515686 


18. 571638105940837 


751691568897249 


626546224245049 


051865111841677 


一 3. 232286158363840 十 训 


一 2.7288268572330353 一 1 


一 7.838413358277283E 一 00 十 记 ， 


8 


人 
1 


.838413358277283E 一 001 十 论 . 


pe 


3. 232286138363849 二 昌 . 
3. 232286158363848 一 计 . 
2.728826857233055 十 i5. 
7.838413358277283E 一 001 一 12. 


记 . 


一 3.232286158363849 一品 ， 


728826857233055 一 15. 


171182827574930 
380317992603450 
051538921871300 


3985356745090869 


这 .2394145973460745 


14. 500528161428413 


793698186214316 
951538921871300 
380317992603451 
471482827574930 
471482827574930 
380317992603451 
951538921871300 


793698186214316 


4. 500528161428413 
14. 239414597460745 
19. 398535674509869 
.951538921871300 


15. 380317992603450 


471482827574930 


其 他 计算 同样 表明 式 〈6 -17) 特征 根 为 对 偶 出 现 。 一 种 对 偶 方式 为 土 a 土 ib,, 即 
= Ws bs 9 Mak =— Gs bh 


ps 
其 中 线 记 0。 


dn 


ib Ais 一 一 


Cy 


~ iv 9 六 = 而 
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根据 下 面 复数 级 数 实数 化 证 明 ， 可 得 式 (6 - 19) 中 复数 级 数 项 如 满足 实数 条 件 (6 - 
22), 式 (6-19) 中 2 个 特征 根 (4 二 一 i :hi 二 一 a 一 ib,, ) 对 应 级 数 项 之 和 为 4 
二 a 一 这。 对 应 的 级 数 项 实 部 之 和 的 2 倍 。 式 (6-19) 中 另 2 个 特征 根 (2 一 wwn 十 友 。 


.人 二 一 十 6 ) 对 应 级 数 项 之 和 为 4% 二 a 十 认 ， eg 2 倍 。 这 

， 只 需 计 算 hv ,一 这 十 这 对 应 的 级 数 项 即 可 。 男 一 种 式 (6 -17) 特征 
tt 土 边 即 4 三 一边 Ax 一 这， 而 == 一 ib。。、 hr 二 ib 对 应 的 级 数 项 
部 需 计 算 。 


设 Ni 为 m 在 [1，M] 之 间 时 式 (6 -17) 中 所 得 纯 虚 数 根 的 个 数 ，M 为 m 在 [1， 
M] 之 间 时 式 (6 -17) 中 所 得 a 一 这 虚数 根 的 个 数 (或 Mi 为 mn 在 [1，Mj] 之 间 时 式 
(6-17) 中 所 得 一 av 一 ib,, 虚数 根 的 个 数 )， 这 样 可 得 M, = 0. 5C(M 一 Ni)。 将 m 在 上 [1， 
M] 之 间 的 特征 根 按 Mi 个 入 04, = 一 i ym 二 1,2,… ,Mi) ,Ni 个 纯 虚 数 根 ib,(j = 1， 
2, ,Ni) .MI 个 1 == 一 ay 5 一 byw 东 二 Mi 十 Ni 十 1,Mi 十 Ni 十 2,…,M) 排序 
并 根据 多 项 式 Z,, (7r) ,2Z (7) 关于 mm 的 奇偶 性 ， 可 将 式 (6 - 19) 写 为 
1 


> em { Asn LZ eos Cz) — Zi sinGa)] — A LZ (7)sinGza,) + Zi (r)cos(za, )j)+ 


>») er {Bn LZ,, (rcos(Ga) ZL, Csin(C) | — B,,., [2Z,, Cr)sinCsa,) — Zr)cos(za, )] | 十 
2 一 1 


全 [OC onZi (+ DZ (1+ TD 

(6 —23) 
其 中 A A Bass Bw 为 待定 实数 常数 。 上 式 有 4M 十 2N, 个 未 知 数 ， 注 意 到 M = 
2Mi 十 N,， 趟 (6 -23) 具有 2M 个 未 知 数 。 将 式 6 -23) 代入 柱 体 = 一 0 和 = 一 的 两 个 
边界 条 件 ， 可 以 形成 两 个 方程 将 2 个 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 + 的 泰勒 级 数 
[1 = 局 G 一 my 最 大 阶 数 j 取 为 M 一 切 ， 分 别 对 比 "的 前 端 系数 即 可 形成 


2M 个 方程 ， 可 2M 个 未 知 数 ， 此 数学 物理 问题 得 解 。 

3) 校 核 解析 解 的 收敛 性 

针对 各 向 异性 实心 圆柱 体 进 行 数值 计算 。 计 算 此 圆柱 体 在 7 二 0.5 m,z 二 0.5 m 的 温 
度 值 T(0.5,0.5)(C) 与 M 变化 趋势 ， 以 检验 所 得 级 数 解 的 收敛 性 。 


表 €-3 TI(0.6,0,5){( 人 TE) ,p= 45° 


M 4 6 


T(0; 50, 5) 


0. 5514 0.4916 
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表 6=-4 TT(0,5,.0,5)(C) ,B= 60° 


38 


0. 4983 


表 6 -3 和 表 6 -4 表明 所 得 级 数 解 收敛 稳定 。 计 算 表 明 : 不 同 的 计算 参数 所 需 计 算 项 
数 M 是 不 同 的 ， 需 具体 计算 确定 。 

4) 各 向 异性 圆柱 体 稳 态 温度 场 分 析 

首先 校 核 级 数 解 对 边界 条 件 的 符合 情况 。 同 样 变化 各 向 异性 角 8 ， 观 察 温 度 场 变化 情 
况 。M 王 30。 坐标 > 和 7 的 单位 是 m。 


表 6 -5 T(r,z)(C) ,B= 30° 


0. 0000 .0000 0.0000 0. 0000 .0000 


0. 0000) 


0. 2249 0. 1665 0. 1340 (0.1008 0.0393 .0000 
.4926 0. 3733 0. 3058 0. 2351 0.0976 .0000 
.6540 0. 5038 0.4177 0. 3262 0. 1413 .0000 
.8378 0.6577 0. 5529 0. 4394 0. 2003 .0000 
.2760 1.0450 0. 9062 0. 7492 0. 3834 .0000 


.7920 .5360 Lb: 8750. 1. 1840 0.6880 .0000 


. 0000 . 0000 


0 0. 0000 .0000 


0.2587 0. 1961 0. 1608 0. 1239 0.0519 0. 0000 
0.5501 0.4253 0. 3538 0. 2776 0. 1225 0. 0000 
0.7166 0. 5616 0.4718 0.3749 0. 1715 0. 0000 
s7161 0. 6085 0. 4905 0. 2338 0. 0000 
.0860 0. 9465 0.7878 0. 4123 0. 0000 
.5360 0. 6880 0. 0000 


表 6-7T(r,z)(C),B= 60° 


= 0. 4 0; 沪 0.6 0.8 1.0 
0.0 0. 0000 0.0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 
0. 2 0. 2115 0. 1744 0. 1351 0.0571 0.0000 
0. 4 0. 4518 D0.3775 0,. 2975 0. 1318 0. 0000 
0.5 0. 5908 0. 4983 0. 3973 0. 1822 0. 0000 
0.6 0.7455 0. 6355 0.5138 0. 2453 0. 0000 
0.8 1. 1070 0.9665 0. 8059 0..4225 0. 0000 
1.0 5 .7920 1.5360 1. 3750 1. 1840 0. 6880 0. 0000 
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观察 表 6 -5 一 表 6 -7， 可 以 得 出 如 下 结论 : C,(r,z) 级 数 解 收敛 性 很 好 ， 边 界 条 件 满 
足 很 好 : 各 向 异性 对 温度 场 影响 不 容 忽略 。 
(3) 对 应 1 三 a 一 0%) 与 Al 二 一 a 一 ib, 的 有 关 复 数 级 数 解 实 数 化 
对 应 特征 根 和 == a 十 6 的 Z,(r,z) 级 数 项 如 下 
T, = er (Ao LZ (rostaa} — Zr CFsin(za,)|— 
AhojiLZ (7)sinCGza,) + Zi (r)cos(za,)j}+ 


(6= 多 4 
ie {Ao LZ, (rsin(za,) + ZZ (r)cos(za,) |] 
ALZ rcos(za,) — Zr)sin(za, )|]} 
对 应 特征 根 二 一 十 ib, 的 Z,(r,z) 级 数 项 如 下 
T, = ee {A LZy (rcos(za,) — Zi(r)sin(za,) |— 
ALZ Cr)sin(za,) + Zi (r)cos(za,)]})+ 
(6 -25) 
et {A LZ, (rsin(za,) + Zi(r)cos(za,)]|++ 
ALZ (rcos(za,) — Zi(r)sin(za, )|) 
计算 可 得 
Zi (F) = ZZ, (7) 
(6 ="26) 
区 二 一 到 人 人 《 
根据 式 (6-24) 和 (6-25)， 可 得 
i 二 T= Re(T;,T Tilm(T,+ TT) (6 二 2 
根据 式 (6-26)， 由 Im (TT, 十 T,) =0 可 得 
2 Ss 
(6 一 28) 
2 os =— 内 ov 


将 式 (6- 28) 代入 式 (6 -27) ， 可 得 
T,+T,= Re(T,+T,) = 
2e Ym: {Ao LZ (rcos(za,) — Zr)sin(za,) |] — (6 -29) 
Anoi LZ Cr)sin(zan) tt Zo (r)cos(zan)]) 


6.3 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 的 各 向 异性 实心 柱 体 热 传导 解 


对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 (绝热 的 实心 柱 体 热传导 问题 ， 可 得 边界 条 件 
te es 了 十 2) = 0 (6 -30) 
和 自然 条 件 T(0,z) 为 有 限 值 。 
将 T(0,z) 为 有 限 值 的 自然 条 件 ， 代 入 式 (6 - 12) 可 得 
Bo = 0,co 一 0 (6 — 31) 


这 样式 (6 -12) 变 为 


全 二 5) eh mo DC FE Cs] (6-32) 
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定义 工 二 及,，。 将 式 (6-32) 代入 式 (6 -30)， 可 得 特征 方程 
i(kiz 十 Ris) 二 (2hR .2 CO— kien) Ti(3ki zs 十 As 十， 十 
Tt DR i Za — krygo2g 1) + iz* [C2k DR eae + kya | = 
求解 式 (6 - 33) 可 得 特征 根 zw = jo yo 二 a 十 bp, 。 代入 式 (6-19)， 可 得 第 二 类 
边界 条 件 的 各 向 异性 实心 圆柱 稳 态 热传导 方程 解 


(6 = 33) 
0 


下 
> (Ao LZ, cos Ca) — Zsin(Ga)] — A LZ sin() + Z, (7)cos(z,)j)+ 
i > Ee: { Ao LZ sinGa) TZ (rcosC) | A LZ eos ) CO— Z,, (7)sin(za, 十 


访 . 半 忆 一 9 夺 工 
kn 


. (6 — 34) 
式 (6-34) 是 一 复数 级 数 解 。 根 据 数 学 物理 实数 化 原理 可 得 
Im(T) = 


> rs {Ao LZ (rcosCza) + Zs sinGza) Aon LZ C7)sinGas) — ZZ, (rcos(zu,) j= 0 


(6 —35) 

实际 计算 中 , 式 (6-34) 中 闷 不 可 能 取 无 限 大 ， 设 妈 取 值 在 [一 M,AM 之 间 ， 这 样式 
(6 -35) 共有 4M 十 2 个 未 知 数 (Ah Ah 三 士 ]. 圭 2,…,. 土 M) 和 ww.d ， 根 据 式 (6 
-34) 可 以 消减 2M 个 未 知 数 。 将 式 (6 -34) 代入 住 体 z==0 和 > 一 人 两 个 边界 条 件 ， 可 以 


形成 两 个 方程 ， ED 二 汪 sl 


(r 一 m1) ,rr 最 大 阶 数 取 为 Mj， 分 别 对 比 两 个 边界 条 件 方程 中 的 前 端 系数 ， i 
2M 十 2 个 方程 ， 可 求解 2M 十 2 es 问题 得 解 。 


6.4 柱 侧 面具 有 第 三 类 边界 条 件 的 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 解 


第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 


2 
[ oT 


i 证 al; = 记 三 : 赂 (6 一 36) 


和 
将 TC0,z) 为 有 限 值 的 自然 条 件 ， 代 入 式 (6 - 12) 可 得 
Ban = Oc = 0 (6 -37) 
定义 + 二 RA。。 将 式 (6-12) 代入 式 (6 -36)， 化 简 可 得 特征 方程 
—h, TiC(knz 十 有 3) rk — ks — he) 7 ik za ct his) OO— /Rj 二"… 十 
2 [QR 0 — Riaziat it) — igo | x {i 2k DR eet se 一 js) 十 …… 一 
(6 -38) 


第 6 章 各 向 异性 圆柱 体 稳 态 热传导 方程 柱 对 称 问题 一 一 复数 柱 对 称 函 数 “97 。 


求解 方程 (6 - 38) 可 得 特征 根 zx, 二 po; pn 二 a 十,， 代 入 式 (6-12) 可 得 第 三 
类 边界 条 件 的 实心 圆柱 方程 解 
一 
> eA LL, eosGa) — Zn)sinGa)] — Aos LZ sin(a,) + Z; (cos(zu,)]])+ 


1 BR et { Ao LZ rsinG,) TZ (rcos(G,) | 二 Ao LZ, Cr)cos(z ) CO— Z, (7)sinG,)])+ TT 


(6— 39) 
式 (6 -39) 是 一 复数 级 数 解 。 根 据 数 学 物理 实数 化 原理 可 得 
Im(7T) = 


2 ev { An LZ sinGza) + Zi Cr)cosCza) Aso LZ (rcos(zan) — Zir)sin(aa,)]}= 0 


Ee 


(6 — 40) 

实际 计算 中 , 式 (6 -39) 中 以 不 可 能 取 无 限 大 , 设 mm 取 值 在 在 [一 M，M] 之 间 ， 
这 样式 (6-39) 共有 4M 个 未 知 数 [A Au (aa == 土 1, 土 2,…, 土 M)]， 根 据 式 (6 一 
40) 可 以 消减 2M 个 未 知 数 。 将 式 (6 - 39) 代入 柱 体 z=0 和 z=L 两 个 边界 条 件 ， 可 以 


形成 两 个 方程， 将 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 r 的 泰勒 级 数 /67) = 了 人 


PO pe 
数 ， 问 题 得 解 。 


6.5 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热传导 问题 边界 条 件 为 
TCR 0 
iy sj 放 :二 0 
将 式 (6 一 12) 代入 式 (6 -41)， 根据 待定 系数 Au ,Bs 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 特征 
矩阵 
[ic na) + CY mA)] [LC® naa) t+ CC? na) nr) + iDY nN) + DY rin) 


〈6 一 41) 


， 一 0 
[iGY Ch) 十 CC) LC Gna) tt CY ra) nC) +iDY (hv ) 十 D2 CA, ) 
(6 - 42) 
求解 式 (6 -42) 可 以 确定 特征 值 %, ， 代 入 式 (6 -12) 可 得 
T= AoLiC™ (A ) 十 C2 (CA 十 2 。 =BwofLiC OA) 十 CE (A, ) Jlnr}+ 


m= ov 中 天 站 Mm=—m m0 


> earzBwof[iDo CA,) + DE A,)J)+T 


(6 -43) 
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式 (6-41) 是 一 复数 级 数 解 。 根 据 数学 物理 实数 化 原理 可 得 
limi(T)=0 (6— 44) 
根据 式 (6 -42)， 可 得 


B 二 二 办 机 we 本 a Rh ) | 


二 二 和 


(6 —45) 
这 样 可 得 


T= > eA {LiC® A,) + CY (MD 一 


二 一 ,m0 


[iCY CaA) + CE Cra ) LLiCD (RR ++ CYA) In(7) + iD YA) DA, ) | 了 
DiCD Crna) FC ra nn} FD Dn De tr) hh 


(6— 46) 

实际 计算 中 , 式 (6 -46) 中 尺 不 可 能 取 无 限 大 ,， 设 'm 取 值 在 在 [一 M， Mj 之 间 . 
这 样式 (6 -46) 共有 4M 个 未 知 数 [L(A, Ah 7 = 十 1, 土 2.…, 士 M)] 。 根据 Im(T) 
一 0 可 以 消减 2M 个 未 知 数 。 将 式 (6 -46) 代入 柱 体 z==0 和 x= 上 两 个 边界 条 件 ， 可 以 形 


成 两 个 方程 。 将 两 个 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 泰勒 级 数 [ /0 一 3) 全 下 


Cr 一 mn)) ， 最 大 阶 数 j 取 为 M， 对 于 此 类 边界 条 件 ， 下 标 j 从 1 开始 计算 , 即 Fr) = 》) 


j=1 


万 2 (一) ]。 由 此 ， 分 别 对 比 两 个 边界 条 件 方程 左右 两 边 的 (一) 前 端 系数 即 可 


J 


形成 2M 个 方程 ， 可 求解 2M 个 未 知 数 ， 问 题 得 解 。 
6.6 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 的 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 和 矩阵 和 特征 方 
程 ， 求 出 特征 值 M。 和 已 ,A 之 间 关 系 式 
Be =— Ann Hr ,rz ,A ) (6 =47) 
其 中 互 Cn ,rs ,A ) 形式 略 。 
将 式 (6-47) 代入 (6 -12) 可 得 


T= 5) eA a(DOPtAY FORA]= Hlrisre id) (LiCN(R F(R) 


用 一 一 2 天 0 


eT 了 于 瑟 可 (交合 玫 大 十 起 (= 一 二， 可 十 到 


(6 -48) 
实际 计算 中 , 式 〈6 - 48) 中 m 不 可 能 取 无 限 大 , 设 m 取 值 在 [一 M，M]j 之 间 ， 这 
样式 (6 -48) 共有 4M 十 2 个 未 知 数 [(Ao., ,Aso.iom 一 士 1, 士 2,…, 士 M) ,du,d] 。 根 据 
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Im(T) = 0 可 以 消减 2M 个 未 知 数 。 将 式 (6 - 48) 代入 柱 体 z=0 和 xz 一世 两 个 边界 条 件 ， 
可 以 形成 两 个 方程 。 将 两 个 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 泰勒 级 数 [ f(r) = 》) 


j=0 


人 7 (r 一 m) 最 大 阶 数 j 取 为 M]。 由 此 ， 分 别 对 比 两 个 边界 条 件 方程 左右 两 边 的 


(7 一 1) 前 端 系数 即 可 形成 2M 十 2 个 方程 ， 可 求解 2M 十 2 个 未 知 数 ， 问 题 得 解 。 


6.7 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 各 向 异性 空心 柱 体 热 传导 解 


对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 矩阵 和 特征 方 
程 ， 求 出 特征 值 4 和 了 Bo,A,。 之 间 关 系 式 
B,.o 一 一 AoSCrm ,srsAn) (6 一 49) 
其 中 S(ri ,rs ,4 ) 形式 略 。 
将 式 (6-49) 代入 式 (6 -12) 可 得 


T= > eA [iC CA) + CY — Sensr sh ) {LC GA) 十 Ce A) n(n) 


m= —%m .m0 


+iDNma) DPAD tT 
(6 - 50) 
实际 计算 中 式 (6 - 50) 中 m 不 可 能 取 无 限 大 , 设 m 取 值 在 在 [一 M，M] 之 间 ， 
这 样式 (6 - 50) 共有 4M 个 未 知 数 [(Aoi,Asoiism 一 士 1, 士 2,…, 士 M)] ， 根 据 Im(T) 
一 0 可 以 消减 2M 个 未 知 数 。 将 式 〈6 -50) 代入 柱 体 <==0 和 zx= 世 两 个 边界 条 件 ， 可 以 形 


成 两 个 方程 。 将 边界 条 件 方程 左右 两 端 各 展开 为 泰勒 级 数 [1 = > 三 
(7 一 nn) ， 最 大 阶 数 j 取 为 M 一 1]。 由 此 ， 分 别 对 比 左右 两 边 的 (x 一) 前 端 系数 即 可 形 


成 2M 个 方程 ， 可 求解 2M 个 未 知 数 ， 问 题 得 解 。 


6.8 各 向 同性 圆柱 体 稳 态 热传导 方程 中 心 轴 对 称 问题 解 


考虑 实心 各 向 同性 圆柱 体 ， 半 径 为 R， 高 度 为 L， 柱 体内 温度 场 与 极 角 0 无关， 也 就 
是 具备 中 心 轴 对 称 特征 。 在 柱 坐 标 系 下 ， 稳 态 温度 场 控制 方程 和 边界 条 件 设 为 


2 
1 9 a Ty 


rr Ar dF 9 x” 

T|,-“ 一 0 (8-51y 
T|.=s=0 

Tg f(r) 


采用 分 离 变 量 法 ， 令 工 = R(r)Z(z) ， 代 入 上 式 ， 分离 变量 得 
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下 中 二 
R 
由 此 可 得 
2 一 M=0 
[2R’+R'+ArR=0 
求解 可 得 


R(r) 一 CJhrA) 十 DYCrAWA) 
根据 中 心 轴 温 度 值 有 限 的 自然 条 件 ， 可 得 D=0 
这 样 可 得 
Rt = Clara ) 
将 上 式 代入 侧面 边界 条 件 ， 可 得 特征 值 和 特征 也 数 


其 中 以 二 1，2，3,… ,po 为 Jo(x) 的 正 零 点 。 将 心 代 人 ， 可 得 了 的 一 般 解 形式 


f= Yt Dy Cer) 


(6 — 532) 
(6=52) 
(6—54) 
(6—55) 
(6 -56) 


(6 =57) 


将 上 式 代 入 zx 一 0 和 z= 上 的 边界 条 件 ， 利 用 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 性 可 以 确定 待定 常数 


Cm sD ° 问题 得 解 。 


从 以 上 各 部 分 对 比 来 看 ， 各 向 异性 的 存在 使 得 各 向 异性 热传导 方程 求解 的 难度 大 幅度 


提升 。 经 过 一 个 时 期 的 发 展 完善 ， 经 典 贝 塞 尔 函 数 方法 显得 简洁 优美 。 


函数 要 显得 复杂 一 些 。 


复数 中 心 轴 对 称 柱 
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三 维 圆 柱 体 稳 态 温度 场 计 算是 一 个 经 典 三 维 数学 物理 边 值 问 题 。 即 使 对 于 各 向 同性 三 
维 圆 柱 体 ， 其 温度 场 边 值 问题 求解 也 非 易 事 。 三 维 圆柱 体 是 工程 中 经 常 遇 到 的 结构 ， 其 物 
理 场 的 分 件 计算 意义 较 大 。 在 第 5 章 复 数 柱 多 项 式 函 数 基 础 上 ， 本 章 研 究 三 维 各 向 异性 圆 
柱 体温 度 场 边 值 问 题 ， 提 出 了 三 维 柱 体 边 值 问题 求解 方法 ， 给 出 一 般 解析 解 ， 进行 了 数值 
计算 验证 解析 解 的 收敛 性 和 稳定 性 ， 并 初步 计算 分 析 了 各 向 异性 温度 场 的 特性 。 在 本 章 相 
应 物理 问题 的 求解 过 程 中 ， 作 者 提出 了 变形 复数 柱 函 数 并 研究 了 其 特性 。 


7.1 柱 坐 标 下 的 三 维 各 向 异性 圆柱 体 稳 态 温度 场 偏 微分 方程 


考虑 曲线 型 各 向 异性 圆柱 ， 圆 柱 半径 为 RR， 圆 柱 体高 度 为 h， 在 圆柱 边界 与 外 界 进行 
热 交 换 ， 这 样 圆 柱 体温 度 场 分 布 与 (~,0,z) 有 关 。 柱 坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微 分 方程 为 


| 1] 二 2 了 1 TT 

a 
:个 1 32T 全 Ms Wi 
水 到 9 ] 痢 a? 

tm ge hi Brae mr Bw nr Adz du 


其 中 T(r,0,z) 为 柱 体 温度 分 布 函数 ，g 是 热源 函数 。 ki (j,k 二 1,2,3) 中 的 下 标 1 为 径 向 > 
方向 ， 下 标 2 代表 切 向 0(0 委 9g 委 2r) 方向 ， 下 标 3 代表 > (0 过 xz 二 及) 方向 ,kx (j,k 二 
1.2,3) 为 热传导 系数 。 三 维 各 向 异性 圆柱 体 可 以 看 作 是 增强 纤维 缠绕 形成 的 三 维 柱 体 ， 可 
以 有 多 种 铺设 缠绕 方式 ， 并 在 物理 学 上 呈现 出 不 同 的 各 向 异性 特性 ， 在 数学 上 就 表现 出 不 
同 的 数学 物理 方程 。 本 章 计 算 中 考虑 柱 体 4 种 铺设 模式 : 第 一 种 铺设 模式 (A 型 铺设 ): 
ki; 二 0,ks = 二 0,kis 关 0， 柱 体 横 截面 内 (z= 常数 ) 纤维 沿 径 向 等 角 缠 绕 ， 纵 向 到 加 形 
成 三 维 圆柱 体 ， 类似 无 限 多 同样 铺设 的 薄 圆 板 上 下 释 加 成 柱 体 ， 此 种 圆柱 体 定 义 为 A 型 各 
向 异性 圆柱 体 ; 第 二 种 铺设 模式 (B 型 铺设 ): As = 0,A 一 0 天 0 ， 同 心 柱 面 (r== 常 
数 ) 纤维 党 二 方向 母线 等 角 缠 绕 ， 无 限 多 的 薄 柱 面 同心 和 加 形成 三 维 圆柱 体 ， 类 似 无 限 多 
游 圆柱 沉 同 心 生 套 ， 此 种 圆柱 体 定义 为 B 型 各 向 异性 圆柱 体 ; 第 三 种 铺设 模式 (C 型 铺 
设 ): kis 一 0 天 0 一 0, 经 过 中 心 xz 轴 的 纵向 截面 (0= 常 数 ) 内 一 边 纤 维 与 = 轴 呈 等 
角 铺 设 并 旋转 生成 三 维 圆 柱 体 ， 此 种 圆柱 体 定义 为 C 型 各 向 异性 圆柱 体 ; 第 四 种 是 任意 铺 
设 的 圆柱 体 (G 型 铺设 )，As 关 0,kzas 关 0,kis 天 0， 此 种 圆柱 体 定 义 为 一 般 各 向 异性 圆 
柱 体 。 

实心 圆柱 边 界 包 括 外 侧面 边界 和 上 下 边界 ， 对 于 空心 圆柱 体 还 包括 内 侧面 边界 。 温 度 
场 边界 条 件 分 为 第 一 、 二 、 三 类 边界 条 件 ， 在 热传导 计算 中 第 一 类 边界 条 件 为 边界 给 定 温 


。 102 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 果 数 


度 值 ， 第 二 类 边界 条 件 为 边界 热 绝缘 ， 第 三 类 边界 条 件 为 给 定 热 对 流 ， 此 外 ， 对 于 实心 贺 
r 一 0 处 温度 为 有 限 值 。 实 际 计算 中 边界 条 件 为 三 种 边界 条 件 在 侧面 和 上 下 面 的 

合 ， 具 体 计算 可 分 别 确定 。 

假设 圆柱 内 没有 热源 ， 即 gq 二 0。 对 于 有 热源 问题 ， 可 以 推导 得 到 对 应 热源 函数 g 的 热 
传导 偏 微分 方程 特 解 ， 将 特 解 代入 后 面 求 得 的 一 般 解 析 解 一 并 求解 即 可 。 

引入 参数 变换 


Ky = 1,K; = ,Ky nS = 
a 一 
方程 (7 -1) 可 变换 为 
未 2 下 7 名 2 守 
Mar 9 +2K > oroad tt be a 
92T 1 92T 1 村 1 T 人 
2 92 | a? 
ee , . 9K. ”ee 
K;, 0 x’ tT2K rr rdx Kr Be | Zhe 5552 十 9 9 


下 面 求解 三 维 圆柱 体 各 向 异性 热传导 方程 稳 态 问题 解析 解 。 


7.2 变形 Zis 方程， 变形 复数 柱 多 项 式 和 变形 复数 柱 函数 及 A 型 各 
向 异性 柱 体 热 传导 解析 解 


A 型 各 向 异性 圆柱 体 热传导 系数 计算 如 下 
Ai = icos 8 十 AsinB 
kis 一 (Ai 一 Az)sinBcosp 
A = kisin’ B+ kscos'B 


(7 一 4) 
kii 三 0 
R23 = 用 
kas = ks 


其 中 AAA 为 了 方向 、 切 向 0 方向 、z 方 向 主 热传导 系数 , 8 为 垂直 于 > 轴 平 面 (r.0) 内 
的 最 大 热传导 轴 方 向 与 径 向 -的 夹 角 。 
由 此 ， 方 程 (7-3) 简化 为 


1 靖 1 六 1 82:T 3 了 加 _ 
ee ee 7 + 2K 字 可 7 K,, 2 op t+RKs tq 一 0 (7 5) 
设 
T= eZ, (rg) (7-6) 
其 中 为 整数 。 
当 n 二 0， 将 式 (7-6) 代入 方程 (7 -5)， 可 得 
LO 5) + Ks 2 
六 Ar 9 


采用 常规 贝 塞 尔 函 数 和 分 离 变量 法 可 得 解 为 
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vr = SJ [LA e hs 十 BB es HEI oR VAK 337) 十 DYo( VAK ss7r) j++ co 十 dolnr 
j= 


《7 二 7 
其 中 A，B, C, D 为 实数 待定 常数 ; J。(x),Yo(x) 分 别 为 0 阶 第 一 类 ， 第 二 类 贝 塞 尔 
函数 。 


当 郑 关 0 ， 设 和 Z{r,z) 三 De falr) 


记 2 一 久 ， 式 (7-6) 可 改写 为 
T= DY Se emp tr) (7-8) 


一 一 oo) 一 一 0 


将 式 〈7 -8) 代入 方程 (7-5)， 可 得 


产 < 间 汉 学 1 +2Kiin) 十 无 [一 Ka APr)* — Kure] =0 (7 -9) 
方程 (7 - 9) 是 一 新 复数 方程 。 引 入 参数 变换 
a 和 /Kas 
将 方程 (7 - 9) 变换 为 
+r taR oi + f(x Kaw) 一 0 (7 —10) 
入 上 谍 变 形 贝 塞 尔 方程 
“9+ fr ty) 二 0 


方程 (7 -10) 与 变形 贝 塞 尔 方程 结构 有 类 似 之 处 ， 对 于 各 向 同性 或 正 交 蜡 性 热传导 
问题 , Ki 二 0，, 方程 (7 -10) 退化 为 变形 贝 塞 尔 方程 。 


考虑 Zi, 方程 x ‘ht Et2Kuin) + (zx: 一 Kain:)= 二 0， 令 zx 二 xi, 方程 (7 = 
10) 即 转化 为 Zi 方程。 由 此 ， 称 方程 (7 - 10) 为 变形 Z 方程 。 
设 
(A (7- 11) 


其 中 整数 , p 是 特征 根 。 A 是 复数 常数 ， 这 有 别 于 常规 变形 贝 塞 尔 函 数 方法 。 实 际 计 算 
中 最 大 取 为 K。 

采用 第 5 章 类 似 步骤 求解 ， 可 得 pj, = a 十 记 ， 
其 中 /= 


i 一 nk 1, 
bi = n VK 2, 一 Ki 
Wm nk 1, 


bs,, =— nn VK 2 Ki 


(7 = 过) 
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和 递 推 公式 
Ah = Ai : = 
(k 十 1)(k 二 1=—2n VR; CO— Ki) 
C= 13 
As = At 
(Ck 十 1)Ck 十 1 二 2x WK =— Ki,) 
注意 上 式 为 考虑 pi., .ps., 不 同 ， 在 待定 常数 As 引入 新 的 下 标 1。 采 用 第 5 童 求解 忠 
路 ， 可 以 得 到 
fun CF) = Ey (z)A，n (7—14) 
-- i 六 


其 中 工 ，。 (x) 为 一 4b, 阶 第 一 类 变形 贝 塞 尔 函数 . L(x) = > 


《一 由 


k1T'(k 十 bp 十 1) | 2 
A 
Zp, CX) = Tm CX (7= 15) 
A A 
A 称 为 变形 复数 柱 多 项 式 , pi = a 十 ib.,,， ， 也 可 写 为 Zi,(x) 。 显 然 对 于 正 交 
异性 和 各 向 同性 问题 , a., 二 0 ， 变 形 复数 柱 多 项 式 就 退化 为 变形 贝 塞 尔 函 数 。 但 在 各 向 异 
A 
性 情况 ， 变 形 复数 柱 多 项 式 Z,,，(x) 是 客观 存在 的 特征 函数 ,值得 研究 。 相 关 人 研究 结果 在 
7. 3 节 中 介绍 。 


采用 变形 复数 柱 多 项 式 Z， (x) ， 变 形 Z， 方程 解 可 写 为 


G2) = .A A 
A 
式 中 Aio。 ,Az 为 复数 常数 。 由 于 Zi, (x) 为 复数 函数 ,ew 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 
A 
2 (z) 和 e” 是 互相 厅 合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 一 第 一 类 变形 复数 柱 函 数 


A 


Zi (x,0) 


人 人 
Zi (7T,0) = Zs (rx)e™ 
综合 式 (7-6) (7-11) (7-14) 和 (7-15), 可 得 


2 2» x A 
T 一 之 2 六 Araoeiaeas Zi (z) 十 CCryb) 十 2ZoCryz) 
一 1 0 一 一 av 11 天 0 一 一 四 ,7 关 0 


， (7- 16) 
3 入， Alnj0 ee Wns pin I i Cx) CFs0 Zor 


其 中 CCr,0) 见 第 五 章 5. 2 节 定 义 。 
将 式 (7- 16) 代入 圆柱 体 侧 面 边界 条 件 ， 即 可 确定 特征 根 和 A 。 


7.2.1 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 实心 圆柱 体 热 传导 


(1) 解析 求解 
实心 A 型 各 向 异性 圆柱 体 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 
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六 二 = 民工 (CR DOz) 一 0 (7 一 17a) 
天 0 (0050 有 限 (7—17b) 
考虑 式 (7-12) 和 (7-17b)， 当 nn 之 0, 式 (7-16) 只 能 选 “二 2， 这 样 可 得 
(7)) 人 
T= 2 A nj en Zip (x) + Cr;0) + Zo rz) (7—18) 


将 式 (7- 18) 代入 起 (7 一 17a)， 可 得 
(zx) =0 (7 — 19a) 
和 
1 (zx)=0 (7 — 19b) 
求解 乞 ，(z) = 0 可 得 零点 名,，， 上 标 j 标记 第 j 个 特征 根 。 根 据 变形 贝 塞 尔 函数 原 
ge 计算 表明 式 (7- 194a) 的 根 必 ,， 有 纯 虚 数 根 [针对 边界 条 件 (7 - 174)，, pj2? 一 
,cd 为 实数 ， 并 且 关 于 0 点 对 称 分 布 ,di = 土 s ,si 之 0] 和 对 偶 虚数 根 [ 士 < 只 十 
id 如 ,ci2 和 di 为 实数 ]。 计 算 只 Bid A. Hj 0 


由 此 可 得 


Fe 2 A 六 {Epa) WAG 


(7 — 20) 
式 (7-20) 也 可 改写 为 


了 三 by 3 A aa ja (KE) + Crs0) + Zo br,z) (7- 21) 
主考 起 w=0 的 性 中 心 轴 对 狐 解 他 一 罗 求解 。 考 起 到 起 (7176)， 本 各 
D=0 C7 =22) 
和 
Zrz) = DA +Ber), VKsr) 
j=1 
将 上 式 代入 侧面 边界 条 件 (7 -174) 可 得 
J,(R VAK»33)=0 (7- 23a) 
其 中 工 一 下 VAK 33 o 起 (7 = 23) 改写 为 
jax =0 (7 -23b) 


根据 贝 塞 尔 隐 数 原理 分 析 ， 式 (7 -236) 的 根 jo 只 取 实 数 根 ( 其 中 jw 为 正 实数 )。 当 
n 为 无 穷 大 , 式 (7 -23) 有 无 穷 多 个 实数 根 好 。 


_ .= 让 0 
Zr,z) = >) (Ai er Vi + Be Vis )Jo (fr) 
j= 


将 上 式 改 写 为 
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并》 三 24, 二 (7 —24) 


结合 式 (7 -21) 和 “(7 -24)， 可 得 


《7》 
站 


Fe= 3 ei [i Ea] "1 


1 二 一 pon 关 果 = 一 wj 去 0 


所。 pa 盾 玉 (rs 芭 十 Clrs 的 


(7 一 25a) 
和 


ss > y， PS oA = 人 让 di] Tp + Zo Cr) 十 CCrg) 


Wn a 
(7 —25b) 
其 中 CC(r,9) 为 式 (7 -8) 中 的 j= 二 0,n 关 0 对 应 解 ， 具体 形式 见 第 5 章 5.2 节 ， 可 单独 求 
解 。 考 虑 到 Ai.i.o。，e” 和 rw 为 虚数 , (i)“ = 二。 人 ， 可 有 
Mn = Anjo TA 
e” = cosz0 isinng 《7 一 26) 
rs = eco = cos(a,lnr) 十 isin(a lnr) 


根据 式 (7-26)， 由 式 (7-25b) 可 得 


Sa tm rr 0) 
名 二 > > LB.. IR i 十 BB,, weosh( 一 2) | ,RA )cos[L70 + aw., lnl at 站)] 十 
下 ,hn( 直 3] 汗 
R 大- -a 


0 


(Ai eV 十 有 eV utf) + CG,0) 
j=1 


(7- 27) 
式 中 Bi,,,j ,Bz ,Baij，Bij ,Aj,B; 为 实数 待定 常数 , si? 之 0 。 根 据 对 贝 塞 尔 郴 数 和 特征 
根 关于 nn 奇偶 性 分 析 基 础 上 ， 注 意 式 (7 - 27) 形式 上 取消 了 为 负 值 时 的 函数 项 。 
当 实 际 计算 中 , 式 (7 -27) 中 不 可 能 取 无 限 大 , 设 n 取 值 在 [1，N] 之 间 ， 对 于 
一 个 n,， 式 (7-19a) 有 N; 纯 虚数 根 is/( si， 二 0 ) 和 NN; 纯 虚数 根 一 isi) (si 二 0); 式 
(7-230) 有 Nu 个 正 实数 根 必 和 Nv 个 负 实 数 根 一 yx 。 
这 样 ， 式 (7 -27) 可 写 为 


N 


N 
yy 2 {LB vsinh( z) 十 B.,. cosh( z)], (Dp cos [0 二 awln《 语 s 凤 J 十 
R 和 R 大 R 一 


n=1 j=1 


z) 二 B,,,cosh( z)]T， ,( a sin[70 + a In(Es 2)]} 十 
R 大 R 大 “a CR , 


) 0 o 
No La WW 


OOO 5 0 
D(A es +Be us Mtryt Cr 


y= 


LB;, 二 ;sinh( 


(7 一 287 
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式 (7-28) 共有 [(4 XN; XN) 十 2Noj 个 未 知 数 ( 不 包括 C(xr,0) 部 分 , C(xr,0) 可 单 
独 求解 )， 有 具体 包括 Bi,,,; ,Bj ,Ba.j;ByjGn = 1,2,,N;j 一 1, 2 ,Nj);A,,B,;(j = 
1,2,…,Ni) 。 

(2) 求解 模式 

将 式 (7 -28) 代入 柱 体 上 下 两 个 边界 条 件 (z= 二 0，z 二 hh)， 可 以 形成 两 个 方程 ， 求解 

两 个 方程 可 以 确定 未 知 数 ， 进 而 确定 未 知 函 数 。 


z= 0,fi(r,0) = 
vy 总 
六 SB (部 po Yeos Lm 十 av In( 亏 :名 十 BT ( 巧 RA sin[0 + a sui Jt 
n=1 j=1 
YY (Ai + B,)Jo (lr) + COr,0) 
/=!1 


(7 一 29) 
之 一/, 廊 (r,0) = 


z 


对 Ni (j 
{[Bi,,, sinh(— eh) + B,,,, cosh( 加 (Sp )cosLm + a. nt s7 )] 
ee R VK R A 天 
7) (1) 下 
+ [Bsinh(— ooh) + Becosh(— ee oh) CE, ) sinLm + a lnl tl 
R VKs R /Ka “下 


人 
0 


D(A; Vi + B) e ris )J( 作 ”十 C(r,b) 


(7 = 30) 
C(r,0) 解 根据 第 五 章 第 二 节 办 法 独立 求解 ， 见 式 (5 -4)。 观 察 式 (7 -29) 和 (7 - 
30)， 根 据 复 数 柱 函 数 展 开 定理 将 边 CO (7-29) 和 (7-30) 左 式 ( 即 边界 值 函 


数 ) 展开 N, x N 阶 复数 柱 函 数 ex 2 Ys 分 别 对 比 每 一 个 边界 条 件 左 右 两 端的 


(Rs) cosLn ta., nC 名] J (Rs )sin[Lng + a ni( 志 :外 和 Ju( 人 7) 的 系数 


即 可 分 别 建立 [2 xX Ni X N 十 No] ， 共 建立 [4X Ni XN 十 2No] 个 方程 ， 可 求解 [4 X Ni， 
XN 十 2N,] 个 未知 数 。 至 此 ， 问 题 得 解 。 

(3) 数值 计算 

考虑 实心 各 向 异性 圆柱 体 ， 材 料 的 热传导 系数 为 二 2. 6364keal/(m.h.'C) ,一 
1. 301kcal/(m。h CC),k; = 0.6kcal/(m.: h. ‘C), R=1lm, h=1m, g=0。 柱 体 上 端面 
(zz 一 lm) 温度 分 布 为 L10(r 一 王 )cos(0. 1lnr 十 9)]'C ， 柱 体 下 端面 (z, = 0m) 温度 分 布 为 
[Cr 一 一 )ecos(alnr 十 0] ,az 二 一 Ki, 。 侧面 (r= 二 1m) 温度 为 0C 。 

1) 特征 根 分 布 情况 

根据 (7- 19e) 可 以 求解 特征 根 di 和 4d; 。 计 算 结果 见 表 7 -1 和 表 7- 2。 计算 中 
取 天王 60。 
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表 7-1 


o 


10 


di 分 布 情况 


co 


45 


80° 


ou 


~ 


48. 302754746809200 
41.766145170260250 
35. 228785778827310 
28. 600303220523640 
22. 149712900990660 
15. 604412128982000 
9. 044598252756723 
2.375398478729240 

一 2.375398474492558 
一 9. 044598264968750 
一 15.604412110490080 
一 22. 149712900990660 
一 28. 690303220523640 
一 35. 228785778827310 
一 41.766145170260250 
一 48.302754746809200 


Te 


三 慨 


4148, 026613509419040 
47.5337493762346340 

11. 400890686222600 

35. 706241117063480 

30. 010048140489200 

24. 311282081447240 

12, 892552989448150 

7. 139806729861022 

8. 948401823931271E 一 001 
一 8. 948401823931271E 一 001 
一 7. 139806731825151 
一 12. 892552988077680 

一 18.6075906755940820 

一 24.311282092472250 

一 30.010048140002120 

一 35,.706241117063480 
—41. 400890686222600 

一 47..537403762346340 


一 48. 026613509419040 
di 分布 情况 


45° 


39. 792687205522220 
37.854619482816010 
33. 103923866659330 
28. 397560218201730 
23.687519429777760 
18. 971068805787590 
14. 241830277801140 
9. 480614933330068 

1. 587545888170713 

一 4.587545888179713 
一 20. 480614933330068 
一 ]4. 241830277801140 
一 18.971068805787590 
一 23.687519429777760 
一 28. 397560218201730 
一 33. 103923866659330 
一 37.854619482846010 


一 39. 792687205522220 


80” 


52. 954337333602920 
46. 429304601206300 
39. 892451907222190 


33. 354831681441570 
26. 815883814170060 
20. 274339356866600 
13.726567832382650 
7.156462641860164 
一 7.156462641860164 
一 13.726567832382650 
一 20. 274339356866600 
一 26.815883814170060 
一 33.354831681441570 
一 39. 892451907222190 


一 46.429304601206300 


一 52. 954337333602920 


46. 736954505579670 
41.063426279160470 
35. 368674291459730 
29. 672365634079640 
23. 973393229391960 
18. 269283594548820 
12. 553134189539490 
6.795678600243136 
一 6.795678600243136 
一 12.553134189539490 
一 18. 269283594548820 
一 23. 973393229391960 
一 29. 672365634079640 
一 35. 368674291459730 
一 41.063426279160470 


一 46.736954505579670 


39. 537287249958400 
34. 895439566989130 
30. 190058156430030 
25. 481638628086320 
20. 768100033947880 
16.044925117955040 
11. 300004456540180 
6.485427978299145 
—6.485427978299145 
一 11.300004456540180 
一 16.044925117955940 
一 20.768100033947880 
一 25.481638628086320 
一 30. 190058156430030 
一 34. 895439566989130 


一 39. 537287249958400 
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2) 校 核 解析 解 的 收敛 性 
针对 各 向 异性 实心 圆柱 体 进行 数值 计算 。 计 算 此 圆柱 体 在 + 二 0.5m, 0 一 0 ,= 二 0.5m 
的 温度 值 T(0.5.0,0.5)(C) 与 K 变化 趋势 ， 以 检验 所 得 级 数 解 的 收敛 性 。 


表 7-3 T(0.5,0,0.5)(C),B= 45° 


K 8 12 16 20 30 60 


T(0.35.0.0.5) 0. 1323 0. 1486 0. 1486 0. 1486 


表 7-4 T(0.5,0,0.5)(C) ,B= 60° 


K 8 2 16 20 30 60 


了 (0.5.0.0.5) 0. 2077 0. 1643 0. 1627 0. 1627 0. 1626 0. 1626 


表 7-3 和 表 7-4 表明 级 数 解 收敛 稳定 。 计 算 表明 不 同 的 计算 参数 所 需 计 算 项 数 K 是 
不 同 的 ， 需 具体 计算 确定 。 
3) 曲线 型 各 向 异性 圆 域 温度 场 分 布 情况 
验证 本 文 一 般 解 析 解 对 于 边界 条 件 的 满足 1 wa os R= lm,g= 
0,K 二 68 ,9 单位 为 () ,rr 和 < 单位 为 m, T(r.0,z) 单位 为 。 
表 7-5 8 二 15 的 各 向 异性 圆柱 温度 场 分 布 


r 0 T(r,0,z) x 
+ 

0:0 0D.5 0.000 0. 3643 0.3647 
0. 1 有 ,三 0. 000) 0. 200] 

0. 2 0. 0, 000 0. 1167 

0.3 0. 汪 0. 000 0. 0856 

0. 4 0. 5 0. 000 0. 0046 

0. 5 区 9 0). 000 0. 1486 

0. 6 付 写 0. 000 0.2733 

0.7 0.5 0. 000 0. 5269 

0.8 0. 5 0. 000 1. 0250 

0. 9 0.5 0, 000 1. 9800 

1.0 大 要 0. 000 3. 7480 3. 7410 


注 : * 为 上 端面 (Cs = 1m) 温度 边界 条 件数 值 ;… 为 下 端面 (< = 0m) 温度 边界 条 件数 值 。 

表 7-5 显示 ,本 书 提出 的 解 满足 边界 条 件 。 
7.2.2 柱 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 实心 圆柱 体 热 传导 
对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 热传导 问题 ， 可 得 边界 条 件 
|=— (ht DL +k 二 全) |， 


D0 
和 自然 条 件 T(0,0,z) 为 有 限 值 。 


k= 0 


。110 ， 数学 物理 方法 与 复数 特殊 函数 


引入 变换 x 二 以/” VK;:; ， 上 式 可 改写 为 


并 l 9 了) : 
(ki a 过 十 An rr 830 > | = Ra 0 (7 一 31) 


当 n 关 0， 将 T(0,0,z) See (7-16), 式 (7-16) 只 能 选 


= >) > Ajoev ed rT, (+r z) C0 (7-32) 


n=—w nO0j=—wjK0 
将 式 (7 -32) 代入 式 (7 -31)， 可 得 特征 方程 如 下 
J bs (TI Ck a 十 Ab Tt iki2n) 不 XI by 一 者 (7 = 33) 
求解 式 (7 -33)， 可 得 零点 yw,.; 和 特征 根 
A 二 Kn (7— 34) 
”RE 


根据 特征 值 可 以 确定 特征 了 消 数 形式 ， 进 而 确定 问题 解 。. 
7.2.3 柱 侧 面具 有 第 三 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 


第 三 类 边界 条 件 本 边界 热 对 流 ) 为 


[一 (ku 4 


二 kis ee i | RE 人 
r 


了 
和 自然 条 件 T(0,0,z) 为 有 限 值 。h, 为 柱 体 与 外 界 环 境 热 对 流 系 数 。 
引入 变换 了 一 以 2 VKs。 ， 上 式 可 改写 为 
Ci 2 aT j 召 守 hs T) 
20 NVRa | rs 

将 式 (7-32) 代入 式 (7-35)， 可 得 特征 方程 为 

[| (Xk a 十 Rn ikon Cm— hh,R)+t kn zl he :zj | 寺中 (7 =,36) 
求解 式 (7- 36)， 可 得 零点 jw,,.; 和 特征 根 


zt Kr 


= -eai (7—37) 
R VK; 
根据 特征 值 可 以 确定 特征 函数 形式 ， 进 而 确定 问题 解 。 
7.2.4 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 空心 柱 体 热 传导 


对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热传导 问题 边界 条 件 为 


1 一 0 
(7.=88) 
T(i 0 一 0 
引入 变换 x 一 MA VK 3s ? 式 (7— 38) 可 改写 为 
a 三 0 
(7 一 39) 
aa = 


式 中 1 一 7 和 VK 33 zz > raAs VK ;3s o 
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将 式 (7-16) 代入 式 (7-39)。 根 据 待定 系数 AroyAzo 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 
特征 行列 式 
Ts ,Ri 1 G1 
| 一 0 (7 — 40) 
I , (xz) 1 (x2) 


求解 式 (7- 40) 可 以 确定 特征 值 4,”。 根 据 式 (7 -40)， 可 得 


Py eb 
20ne0 1.7.j1.0 I Crt) 
将 式 (7 -41) 代入 式 (7 -16)， 可 得 
- 二 On Ls (Rr) 
T's Rel S, 的 ae 十 荆 
#1= 一 wun 关 呆 j= 二 一 wj 2 8 b,. (zy) 
其 中 了 工 为 n==0 时 相应 函数 解 , 了 = Z,(r,z) 十 Cl(r,9) ， 读者 可 自行 推导 。 
7.2.5 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 
对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 
Ee 9 
| 二 ri 一 (ki 可 十 : 5 ) A = 0 
IT TL 永 下 Ee 
CG i = 3 pa 
引 人 变 换 工 = 二 以 ”VK;;， 式 (7-42) 可 改写 为 
| 十 Ki 二 27) 1 二 
(7—43) 
ok 5 十 Ke 二 ] ) i 


式 中 wy wj VK 3 sx? = = FN VK3 o 
将 式 (7-16) 代入 式 (7 -43)， 根据 待定 系数 AwayAxwio 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 


特征 行列 式 
特征 矩阵 行列 式 
三 CD 这 t hub t iken) thr, C7) Lp, CT) ikaw 十 Ab 十 io 十 AiCzD 
[a Cro) i th tt ih) + hz (2) Tp, x2) Cikiaz tT Ruben ti2n) + hire ls, (za) 和 
(7 一 44) 
求解 式 (7 -44) 可 以 确定 特征 值 4 。 根 据 式 (7 - 44)， 可 得 
nN Lo, (CT) ikuar t knbi tt ikin) t+ huzrils (zx) a 


I by ai ) (ikiiaz,, 十 Ri bz, 二 lik1i»n) 十 kiwi 1 (Xi1) 
将 式 (7-45) 代入 式 (7- 16)， 可 得 
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Ce PA LE 人 eaw [La | i 了 
i- (Cxwr CR gs ri; 十 Rsn) 十 yt.ril /| ri 四 
wail , (EY -i ; - 于 ;J 
34 I bh, (TI ) (iRyicis, ki bz, tik 3n) + kr x Ts ‘ia ) 


其 中 TT” 为 n= 二 0 时 相应 也 数 解 ,TT' = Z(Gr.z) 二 Cr.0) 


7.2.6 ” 柱 侧 面具 有 第 三 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 空 


对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 


， 读 者 可 月 行 推导 。 


心 柱 体 热 传导 


| 一 [一 (Cn 全 十 hs 二 全 十 h,T]| ,一 0 
0 > Ss 
ls r= [ (AN Tk 1 I | fT], 总 = 0 
2 Or a 观 明 = 
引信 变换 x 二 成 VK ss ， 趟 (7—47) 可 改写 为 
CK 十 Ki 1 名 | 
o T DO 庆 纪 Ra 
CKN 3 十 Ke 二 六 一 一 )T| =0 
0 a WR 


式 中 >， = nA VK3s syX2 = roAs VK © 


将 式 (7- 16) 代入 式 (7 -48),， 根据 待定 系数 An.Ain 不 全 为 0 的 条 


特征 行列 式 和 An， 
特征 矩阵 行列 式 


Aio 之 间 关 系 式 。 


(7 46) 
(7 =47) 
(7 =48) 


件 ， 可 得 


5 hn 人 hh 
了 ba Tha, 十 人 NA Pn + kr Dy 1(71) ! bo Yikes,, Fk bz. + 12 J + kl nl ta ri) 
I ta C2) ka tH hb tite — + htsl a) 1 bo, aia 二 ANT 十 这 io 一 筷 + kural ths) 
(7 =49» 
求解 式 (7- 49) 可 以 确定 特征 值 M” 。 根 据 式 (7 -49)， 可 得 
、 h 
T, Cr)(likya,, 十 AI 十 太一 一 一 一 一 ) 十 AT 1(x) 
lon 0 a 加 1 
A VER; 
Az.n.j.n 一 一 内 sr 
I bh, Cwr (pm 二 vb wn 一 = kiwi i Gar 
2 A VR 
(7 ~ 50) 


将 式 (7-50) 代入 式 (7 -16) 可 得 
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3 x 


T= Re > DS Ansnesew [zm A 


n= 一 XH0 j=1 


g h, 
已 于 (i ) Cikii a 二 iiO.: Tei 二 Ri Til 全 、 Fi 


K;; | TT: 
) 十 kxil Dl (Xx1) | 


、 i Fis 
三 Cx1) ku as.s 十 As Wes ~ 
(7—51) 
其 中 TT" 为 n==0 时 相应 函数 解 , 了 = Z,(7,z) 十 C(r,0) ， 读 者 可 自行 推导 。 
在 本 章 中 ， 我 们 建立 了 变形 Z 方程 ， 并 给 出 了 变形 复数 柱 函 数 定义 和 变形 复数 柱 多 项 
式 。 变 形 复数 柱 函 数 在 各 向 异性 物理 学 中 将 经 常 遇 到 ,下面 研究 此 类 和 多项式 和 函数 的 特性 。 


7.3 变形 复数 柱 函 数 研 究 


7.3, 1 儿 ,(x) 多 项 式 与 变形 贝 塞 尔 函数 的 关系 


人 
根据 式 (7=185)s 可 得 22) 二 py() 
其 中 p= 二 a 十 ib。 


A 


Zu(7) 二 xz"1 s(x) 建立 了 变形 复数 柱 多 项 式 和 变形 贝 塞 尔 多 项 式 关系 。 对 于 各 向 同 


-I 


导 、 正 交 异 性 热传导 问题 中 ， 变 形 复数 柱 多 项 式 和 贝 塞 尔 函 数 一 致 的 。 


A 
根据 式 (7-15)， 可 得 2 (一 x) == (一 z)woT (一 z) 。 
根据 复 变 孙 数 理论 ， 可 得 


iuln(.r) 


Xe 二 cos(cdlnz) 十 isin(Cwlnz) 


好 mxr = —iu 


(x")’ = cos(alnx) —isin(alnx)= 6 
其 中 (x*")" 为 xz* 的 共 因 函数 。 
Z Cr) 一 TeendT_(Z) = et I, (x) 
, (7— 52) 
ZT)e™® = 1,(r)Lecos(nm0 alnz) tisin(nd + alnx)] 
从 上 式 可 看 出 ， 变 形 贝 塞 尔 函 数 1, (zx) 类 似 变 形 复 数 柱 多 项 式 函数 的 广义 振幅 , alnx 
类 似 变形 复数 柱 多 项 式 函 数 的 广义 幅 角 。 当 广义 幅 角 为 0 时， 变形 复数 柱 函 数 和 变形 贝 塞 


尔 函数 一 至 
7.3.2 ”和 (x) 多 项 式 的 微分 公式 与 递 推 关系 式 


如 同 不 同 阶 的 变形 贝 塞 尔 函 数 之 间 有 一 定 联系 ， 不 同 阶 的 变形 复数 柱 多 项 式 也 存在 这 
种 联系 的 微分 公式 和 递 推 公式 。 
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(1) 多, (z) 多 项 式 的 微分 公式 
多 (Xx) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


A A 

[Lee) ZB) d= EY” at) (7—53) 
d A 
azt* Zan) wi ZC) (7=54) 
加 A A 
zdqz) [tawwy" 区] 人 (7 一 55) 
A 
) [a 和 CN (7 ~ 56 
(和 i 


证 明 : 
由 2 (x) 的 表达 式 (7 - 15) 和 第 一 类 变形 贝 塞 尔 函数 表达 式 可 以 推出 两 个 基本 递 推 
公式 (7-53) 和 (7-54)。 


A 
根据 Zi, (x) 二 x“I._,(x) 和 第 一 类 变形 贝 塞 尔 函数 定义 


型 2k+p 


ee 1 ye 
lk) 2 RTF pT ‘Z) 
对 于 p= 二 a 十 Ww ， 我 们 有 


各 ipy* | 2 通 ath y» ia 1 XX okh 
Bt) Dp gd ] 


| 


= 
dz 3 kIT(k— i 


g 
二 《 哆 一 部 3 x 
ok ) 2 kl2 TR b+ 1)™ 


Es > 1 Zl 
全 AD 一 人 
er WwW | 
人 
因为 iv (x) = i (Cx) 3 这 样 可 得 
d 人 ee 
jzt x) Zalx) | = a)” Zr) 


式 (7-53) 得 证 。 


d -1A drl i i 
pl | dz zr 2 KRC B13 


2K 一 / 
dx x ] 


d 1 起 
二 [2 RIT DEI ] 


%” 


= >， 2k rt-! 
A 2 ITCR— b+ 1) 
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o 


2(m 二 1) 


SW >》) 1 zut! 
2211j 1T(j 一 6 十 1 十 1) 


j=0 


和. 1 ztis _1 
es 2290 人 77 一 0 十 3 a 


.A 
= zx YZ (x) 


这 样式 (7 - 54) 得 证 。 证 明 完 毕 。 式 (7 -55) (7 -56) 推导 需要 用 到 后 
多 项 式 递 推 关系 式 ， 证 明 放 在 后 面 ， 下 面 先 研究 递 推 公式 。 


(2) Z, (>z) 多 项 式 递 推 关系 式 


人 
A 人 
x + (ip) 2 dd ss ey 
》 人 人 
7 一 廊 名 (z) = XZLipn (x) 
A A 
A = 一 华 2， Cy 


A 
2ia 2 d Zi (x) 


十 A 


证 明 : 


将 LC") : 多 tx] = (x ey 的 左 端的 导数 求 出 ， 化 简 后 可 和 


面 的 bs (Xx) 


(CF = 


(7 — 58) 


(7=59) 


(7— 60) 


a (7 =57) 


A ipy* 人 
[Ce) da Cay EAE ) = fy 
要 CY 小。 刘 《T)* 和 
es 十 区 (7) 1 iy dz i 
ip 所 
(2 dz 六 
d A A 
i 


dr 


A A 
根据 [x bp Zi (x)] = xwZiu (zx) ， 可 得 


A A A A 人 
[Lz Zi te) = 逃 作 二 [2 (x)] 二 记 p (x) (ip) = xX"*ZLipn(r) 


dx 
这 样 可 得 


= TX ip (XY 
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Ex py 
考虑 到 i 代入 上 式 可 得 递 推 公式 (7 - 58) : 
A A 
EAE Re A 
将 式 (7 -57) 减 去 式 (7 - 58) 可 得 递 推 公式 (7 - 59) 
A A 
A = 一 芷 多 (17) 
A A A 
显然 ， 如 果 已 知 Zi, 1(x) 和 Zi (x) ， 即 可 计算 出 Zi (7x) 。 


将 式 (7-57) 加 上 式 (7 -58) 可 得 递 推 公式 (7 - 60) 


人 
2 二 2 人 


根据 式 (7 - 60)， 如 果 已 知 We 1 (7X) (A 即 可 计算 出 导数 和信? 


式 (7-57) ~ (7 -60) 为 变形 复数 柱 多 项 式 入 (z) 的 递 推 公式 。 
下 面 再 证 明 式 (7-55) 和 (7 -56) 。 
将 式 (7 - 53) 改写 为 


人 


人 


人 
人 
一 这 [aa Ky] = Cm) Sr) 
tr dx 工 
考虑 到 
1 dyreow :ol dl dr i 
C7 dr” oat)” ZC) x I [Eary" pe 
A 
a 二 {一 二 LLCxr)" 2 » 0+ La “2 
2 A 
[zw) tr] = 二 -二 果 | 


根据 式 (7 -53)， 可 得 


二 < d i 
jm Lz”) Zi Ci) jz x") FAR iCx) | 


A 可 包 
三 (一 这 一 的 本 人 0 过 二 a Zip-i(7) 


el Ey): | i 2)] 
元 


A A 
三 1 a Ad f(r }” 《二 秆 ad [rm ”ZC |] 
i 记 dx dx 


= Dp) + (7)] 


I 


根据 递 推 公式 〈7 -57)， 上 和 式 右 式 可 写 为 
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i i 人 A A 
Ld es 十 乓 2 Cy SS 务 ) 


区 A 人 
(一 于) [re)’ Zi (xr) = x Zs (7) 
x dx 


重复 以 上 步 又， 类 似 可 得 
(J d ) ip 一 Wi 一 /一 人 
(gz 下 三光 Link (Xx) 
式 (7-55) 得 证 。 下 面 证 明 式 (7 -56), 将 式 (7 - 54) 改写 为 
出 人 访 多 ( 尖 直流 
(| 和 = LT) 


区 
1 ; 1 d 村 
(二 [x 0 二 二 [zx w 2 (z)]) 
A 
i xr Zr)]) 


ad ee 
根据 式 (7- 54)， 可 得 
让 六 Cx)] = Lr Bt] 


了 一 有 一 人 六 一 (让 一 分 d A 
= (= lu 了 这 ee Dr (EE) 十 工 a A 
A 
(a 
dx 
下 A 
| EL “Zon 1+ EL ZC7)]} 


入 
p24 


1 (ie 一 5 一 1) A 
一 [一 Zr(z) 十 二 


元 rr2 


A 人 A 
根据 递 推 公式 (7 - 58) x 二 [2 (x)] 一 ps(z) = zi(x) ， 可 得 


] 


人 7 


A 
ce Zipt2 (xX) 


iu—h 
re 


2 A 
(和 yw 信人 


六 0 
3 人 
再 考虑 ( 工 郑 ) [> “Zi (zx)] 的 情况 ， 


1 d ) = A 
4 二 i "Es 3 Zi | = 大 二 各- = 
将 上 式 右 式 展开 ， 可 得 


1 d 1 1 ii = 
ee a x) = I [一 2 Zlz) 二 + 志和 2 


x dr -7 
根据 递 推 公式 人 0 可 得 


1 (i 一 0 一 1) 》 A 人 
-上 [ 4 2 Zinar) + Zan(z)] 一 em Lr) 


pA rox) 
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二 ， 
Ee + 二 Za(z)] 3 i Zipta' ST 
这 样 可 得 
3 A A 
(二 二) [ww = 二 Zs (7) 
重复 以 上 步 又， 类 似 可 得 
和 
d | 化 省 
(5 / ] HA 


式 (7-56) 得 证 。 
可 以 容易 证 明 变 形 贝 塞 尔 函数 的 微分 公式 和 北 推 公式 是 变形 复数 柱 消 数 2 微分 
公式 和 递 推 公式 的 特殊 情况 。 


7.4 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 定 义 及 其 递 推 公 式 


对 于 各 向 异性 问题 ， 在 特征 根 pi., = cs 十 io 中 实 部 ,不 为 0、 虚 部 b, 是 整数 情况 


下 ， 这 时 第 一 类 变形 复数 柱 多 项 式 和。 (x) 与 2,。 (x) 线性 相关 ， 这 样 根据 第 二 类 贝 塞 尔 
函数 的 思想 ， 需 要 定义 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 K, (x) 


人 


A 
Zi Cx) = Lp (T) 


Na 2， x 
Ki, (x) 2 sin(— b,,, nt) a 
其 中 pi = a 十 Bi, ，! 二 1，2。 
Tn =— NK i 
Ob = WK 2 二 Ki, 
azn 一 一 Km 
(sp ws" 生长 志 和 Kis 
为 简化 起 见 ,可 记 a = 一 nKiz,6 二 一 n V(Kzz 一 Ki ) ,ips., 二 ip， 那么 有 
ipi,, = la bips, = ia—bip=ia—b 
这 样 可 得 
和 A 和 A 
Zi (x) = Larslr) rin, (x) = Lis lx) 
式 (7-61) 可 简写 为 
A A 
nT 一 《了 一 629 


人 2 sin(— br) 


当 虚 部 5b 是 整数 情况 下 , 式 (7 -62) 可 简写 为 


A 
i MR i op) 
Kitz) lim 2 sin(— br) 


式 《7 一 62) 改写 为 
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Kj, (x7) = xz" K,(z) (7 = 63) 


上 式 K_,(z) 为 一 b 阶 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 , Ks(x) = 王 卫 tz) 一 二 ez) 。 
之 sin(— br) 


显然 ， 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 是 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 的 特殊 情况 : 
Ki (x) = K,(x)[cos(alnzx) isin(alnz)] 

从 上 式 可 看 出 ,第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 K_,(z) 类 似 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 
K,。_,(X) 的 广义 振幅 , aln(x) 类 似 第 二 类 复数 柱 多 项 式 函 数 K;_, (x) 的 广义 幅 角 。 当 广义 
幅 角 为 0 时 ， 第 二 类 变形 复数 柱 函 数 KGz) 和 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 和 Cz) 一 致 。 

与 第 一 类 变形 复数 柱 多 项 式 函 数 的 微分 公式 和 递 推 公式 类 似 ， 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 
式 函 数 K;, (x) 也 存在 微分 公式 和 递 推 公 式 。 

(1) 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 函 数 的 微分 公式 


LC") "区 oa] = Cy Kt (7-64) 
ELzx K(x)] i C7 = 663 
中 
C9) Lt) Ko tz)] = (—1)* (zr)"* z+K os(z) (7 -66) 
过 RK 
Co 二 (— 1)* 人 (7— 67) 
证 明 : 
i 
。 和 可 dr iT in, TI TT Lip,, TX 
(7=61Y, 日 0 ip , = 和 鳃 , uh 工 ln Zn 
根据 式 ), 可 得 二 [x K(xz)] = [x 了 — 


A A 
nL Zi ,+t (Xx) < Dip, ,1 (x)] 


2sin(— b,,, 7) 


根据 式 (7 -53), 字 [(zY)* Ky (zx)] = x 
1” 一 一 po 
Qi 一 A2,n 


和 i《 淆 关 一 - (|] 
2sin[ (—b,,, — 1)n) leosxn 
(ip )” 王 [ia 十 1 )] ”一 一 ia ,一 总 一 一 ji 一 0 
根据 上 式 ， 可 得 


根据 式 (7 -12)， 可 得 


这 样 可 得 


d ipy" 7 = > 
IzL*") KN Ee =— x 2 Nn Ki, 1 (zx) 


Lx) “二 一 天 (oO 


式 (7-64) 得 证 。 下 面 证 明 式 (7 - 65)。 
根据 式 (7 -61)， 可 得 


A A 
i ee Zi (2) = Zs Ce) 
dzL” K(x)] = azt” 色 sin(— b,,, rn) ] 
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根据 式 (7 - 54)， 上 式 可 推导 得 


人 

2 (x) — ZZ (zx) 
0 Rs Ct] 一 xy 工 A pon 
dx 2 sin[(—b,,, + 1)x leosn 


根据 式 (7-61)， 可 得 


二 [> ?Kj;, (x)] 一 一 工 二) 


式 (7-65) 。 式 (7-66) 和 (7-67) 的 证 明 需 要 过 到 下 面 的 递 推 最 
再 证 明 (7-66) (7-67) 。 
(2) K;, (x) 多 项 式 递 推 关 系 式 
_ ip)" Kulz) i dK, (x) ee 
元 dx 
BR C7=.69) 
沪 dx 
Ki tr? — Kn 1(X) 一 Ka) Ch 
I (7-7 
2 i 
证 明 : 
将 二 [Ge K(x)] = 一 (x*)" Ki(x) 左 端的 导数 求 出 .化 简 后 可 得 
i 可 py KC) d (ae) 
zt 和 Kytez)] = Cre)" 可 Trtz) = Cat” Ke td 
dK,, (x) d (ry 
-让 a a 7 . 
(3 全 十 K(x) dz Gr Rat) 
考虑 到 一 2 一 4 一 ， 上 式 可 推导 为 
UE ge ay Cb sad (7- 
dx x 
类 似 地 ， 将 所 XK (7z)] = 一 + “Kn (x) 左 端的 导数 求 出 ， 化 简 后 可 得 
Te Kx) 人 es RY (7-73 
式 (7-72) 减 式 (7-73) 可 得 
20 


Kwa (7) — Ken (x) = TK 


NR ， 


式 (7-70) 得 证 。 根 据 式 (7 一 70), 已 知 Ki 1(x) ,Ki (x) 可 求 得 KG) 。 


式 (7-72) 加 上 式 (7 -73) 可 得 


dK,, (7) 


i 1 
Kz) 一 [Kp (2 二 Kia(z)j 亏 和 


式 (7-71) 得 证 。 根 据 式 (7-71)， 已 知 Ky (x) ,Ki Cr ,K(x) 可 求 得 


dx 


得 dK OD) 
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将 式 (7-70) 和 (7-71) 中 消去 Ki (xz) ， 可 得 


nn _ dK (x) 
(1p) a K;, 1(7x) = 本 
i dK;, (xz) 
式 (7-68) 得 证 。 根 据 式 (7 -68), 已 知 Kao(z) 人 可 求 得 K;,_1(x) 。 


将 式 (7-70) 和 (7-71) 中 消去 K;, 1(x) ， 可 得 
Rt() dK (x) 
CB) = Ko a ne 


式 (7-69) 得 证 。 根据 式 7 - 69)， 已 知 Ky (zx), 可 求 得 Kwon (zx) 。 


式 (7-68) 一 (7-71) 为 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 K;, (x) 的 递 推 公式 。 
下 面 证 明 式 (7-66) 和 (7 - 67) ， 将 [Cr)" K(x)] = 一 (zy)' Ki 1(zx) 改写 为 


TEL 让 二 一 (ai TD (7-74) 
(ey [ny | 二 | {二 计 [Cew) K.;, (x)]} 
dz -dx 
(7 -75) 
Em [Cr) K, ,Cz)] 十 点 [Cz) Ki 《£7 ]} 
cE 并 
根据 式 (7 -64)， 可 得 
证 证 Cg = ys 
ja? "Ky Cw ] 了 (二 
多 一 邮 一 信 ip 四 d 
= 一 (一 ja 一 的 x Kin_i(x)— (ze) gz 1 (7) 
根据 递 推 公式 (7 - 68) ， 可 得 
(ip Th Ki (EE K,, s(x) ee dK .1(x) 
下 区 可 
这 样 可 得 
(二 二 2) = mk Cx) (7 =76) 
再 考虑 (FE) [Czw) Ko(z)] ， 根据 式 (7 -76) 可 得 
(过 £) [za Ky (x)] = TE, i (7-77) 
根据 递 推 公式 (7 - 68)， 可 得 
= Ma (x) = dK 7) (T7868) 
工 dx 


将 式 (7-78) 代入 式 (7 -77) 可 得 
(dy) [Cxr)" Kx) (— 1 (rt) rw K(x) 
xrdr 


循环 进行 以 上 步 又， 可 得 
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4 
(4-) 区 


式 (7-66) 得 证 。 
下 面 证 明 式 (7 -67)。 


将 二 [Ex “Ka (z) 二 一 + “Ki (x) 改写 为 


1 ER] bd (7—79) 
x dz 六 
(过 二 LvK, (一 二 二 | {= 
dd x dx i 访 
一 寺 寺 WEK on lz) + ipK on lz) — dKion (x)] 
x dz 
(7 — 80) 
根据 递 推 公式 (7 - 69)， 可 得 
(ip 十 1) Kri(z) Ka (7) 三 = dKiri (zx) 
dx 
这 样 可 得 
(= 2) ed = Kaz) (7 -81) 
再 考虑 (二 二 ) Er, (zx)]， 根 据 式 (7 -81) 可 得 
(和 [ek (7)] 一 二 证 [Ky (x)] (7 - 82) 
根据 递 推 公式 (7 -69)， 可 得 
ti a (7 -83) 
这 引文 


将 式 (7 -82) 右 式 化 简 并 代入 式 (7 -83) 可 得 
(4) [zeKwCz)] = (—1) rvr Kz) 
循环 进行 以 上 步骤 ， 可 得 
Cy [awk ta)] A 
式 (7-67) 得 证 。 
可 以 容易 证 明 第 二 类 变形 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 、 递 推 公式 是 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 


式 函 数 Ki, (x) 微分 公式 、 递 推 公式 的 特殊 情况 。 
变形 Zi 方程 (7- 10) 的 解 也 可 写 为 


人 
ful) = A Lis, (TH) Aoal p(x) (7 一 84) 
式 中 Ai 、 As,, 为 复数 常数 。 
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类 似 地 ， 由 于 Ki, (x) 为 复数 函数 , e” 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 Ki, (x) 和 e” 是 
互相 耦合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 第 二 类 变形 复数 柱 函 数 K;, (x ,0) 
K(x30) = Ki (x)e” (7 -85) 
由 式 (7 -63)， 可 得 
Ko(xy0) = 2 me K(x) (7— 86) 
无 疑 ， 对 于 某 些 各 向 异性 问题 ， 在 特征 根 pi,, = oa 十 这 中 实 部 a 不 为 0、 虚 部 六 
是 整数 情况 下 ， 第 二 类 变形 复数 柱 函 数 就 需要 计算 。 根 据 (7 -63) 和 Ko(x) 、K,(x) 解 
即 可 计算 第 二 类 变形 复数 柱 函 数 K;, (x ,90) 
省 让- 


(x/2) (x/2Y 


4 


Kz) = 一 NmD(n 却 十 CO 十 后 人 十 (1L 二 于) 全 全 二 十 本) 人 十 
KiCnD 一 二 上 NGCodn 冯 十 O 一 到 [于 十 (十 寺 二 二 去) 竺 下 十 (十 去 十 到 十 十) S 
十 (1 十 训 十 言 十 去 十 十) 全 人 人 十，…) 

K,(z) = I Ly + Dat1D) OH ee 


1 一 0 


本 
Dn 二 $+ 二 )]n 一 1,2,3，…) 


其 中 ,C= lim(1 十 记 十 地 十 十 二 一 lnn) 二 0.5772… 称 为 欧 拉 常 数 。 


7.5 第 三 类 变形 复数 柱 多 项 式 函 数 定义 及 其 递 推 公式 
参照 第 三 类 复数 柱 多 项 式 函 数 ， 定 义 第 三 类 变形 复数 柱 多 项 式 函数 


A A 
Hy (x) = Zi,, (x) + iK (2) 


和 (7 一 87) 
Hi;»” (x) = 区 一 让) 
A 
式 中 名,(z) ,Ki (x) 分 别 为 第 一 类 、 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 。 
根据 式 (7-15) 和 (7 -63)， 可 得 
人 
Hy = zx" LT, (7x) 十 还 《ze》] (7— 88) 
A 
He 下 站) = ao[T (元 ) 一 并 站 《xz)] (7—-89) 


及 (x) ， 丰 2 (xz) 分 别 可 称 为 第 一 种 和 第 二 种 第 三 类 变形 复数 柱 多 项 式 。 
7. 6 有 关 变 形 复数 柱 函 数 的 积分 公式 


有 关 2 (z) 多 项 式 不 定 积 公式 
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. A A 
| Cae)" Zw dr = (re Zs (wt (7 -90) 


Za 


ree! 


A 
i Brasilry) te (7 =91» 


有 关 Kj, (x) 多 项 式 不 定 积分 公式 


| (zt)" Kr Crdz =— Ce )" Kini(w) te (7 ~ 92) 


| K,, (TL 一 一 区 RK 《EE) ec 人 -03 
r 


证 明 : 

由 式 (7-53), 邻 ip 一 ip 十 1 ， 可 得 式 (7-90); 由 式 (7-54),， 令 ip 一 ip 一 1 ， 可 
得 式 (7 -91) 。 

类 似 地 ， 由 式 (7-64), 令 ip 一 ip 十 1 ， 可 得 式 (7-92); 由 式 (7-65). 邻 ip 一 ip 
一 1 ， 可 得 式 (7 -93)。 | 


有 关 2, (x) 和 K(x) 多 项 式 的 无 穷 积分 公式 


Tlia—Pb+t DTGadtht 1)coson (7 -94) 
2°°! (3/2), cos(ian) 


eK, pd = 


_ Tie 一 2 十 ww 十 LPG 十 2 十 w 十 1)cosCOr) (7 95) 
2 (3/2)% 4cos(ia tt pO 


| Toe” KR) dx 三 
0 


2 _ Tia—6&+ DF(= 1/2 ia) 
| 本 FGL72)25P( 一 0 一 io) Cs 
人 To ie 8 DN — 1/2— ye— ig) 
人 并 一 (7— 97) 
| eur de TCO/2) 2 mT bia—y) 
i 和 6 ITia tT 6 直 1) 
了 二 二 9 
| KsCr)dz Dr 372) (7 — 98) 
[ek, ls PC 一 0 十 ww 十 1)PGiwc 十 0 十 w 十 1) (7 99) 


BA BAD Yas, 
式 中 使 用 了 Pochhammer 记号 (a)i,(a)o 一 1,(a) = 二 al(a 十 1)(a 二 2)"…(a 十 k 一 1) 
证 明 : 


由 积分 | eK, ndr Pty lg —y 十 1)cosvx 可 以 得 出 起 (7 - 94) 和 
0 2 (3/2) ,cos(CAr) 


(7 -9555 


= _， rytvt+ DIO/2— 2p) 
各 » "fr*] ") dx 二 一 
由 和 | 下 T(1/2)2T Cy —p) 


其 中 Re(j 十 v) > 一 1,Re(w) < 一 1/2 ， 可 以 得 出 式 (7-96) 和 (7 一 97)。 


由 积分 [ek de 一 人 oe i es 


可 以 得 出 式 (7 -98) 和 (7 -99) 。 
其 他 有 关 变 形 复数 柱 函 数 的 公式 
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A 人 
Lol) Zl = Lm) bh, (rx) (7— 100) 
人 人 
Zbl) Zeon Ca [lat 7101) 
证 明 : 


由 变形 复数 柱 函 数 定义 可 得 
ba a ty 
ty 
以 上 两 式 相 乘 即 可 得 式 (7 - 100) 。 
洛 惠 到 和 儿 -二 二 向 世 和 NE 


可 得 2 (z) A = gtr) 
7.7 三 维 B 型 各 向 异性 圆柱 稳 态 热传导 方程 一 一 B 型 柱 多 项 式 


本 章 7. 2 节 研 究 了 A 型 各 向 异性 三 维 圆柱 体 稳 态 温度 场 问 题 ， 本 节 研 究 B 型 各 向 异 
性 圆柱 体 ， 这 种 圆柱 体 可 看 成 同心 的 薄 圆 柱 壳 〈 壳 面 纤 维 沿 = 方向 等 角 缠 绕 ) 套间 释 加 形 
成 的 圆柱 体 ， 此 时 , ks 一 0,As 一 0 天 0。 

考虑 B 型 由 线 型 各 向 异性 圆柱 ， 圆 柱 半径 为 RR 圆柱 体高 度 为 hn， 在 圆柱 边界 与 外 界 进 
行 热 交换 ， 这样 圆 柱 体温 度 场 分 布 与 (r,9,x) 有 关 。 柱 坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


0 全 9? ‘ 0 
i 7 ) 十 上 m +2kes 工 + =0 (7-102) 
rr 0 ) 六 品 0 O 上 oO 


其 中 T(r,0,z) 为 柱 体 温度 分 布 函 数 ，g 是 热源 函数 。 kj (j,k 二 1,2,3) 中 的 下 标 1 为 径 向 r 
方向 ,下 标 2 代表 切 向 9(0 志 0 二 2x ),， 下 标 3 代 表 x 方 向 (0 z 信 用), kx (j,k = 1,2， 
3) 为 热传导 系数 。 三 维 各 向 异性 圆柱 体 可 以 看 作 是 增强 纤维 缠绕 形成 的 三 维 柱 体 。B 型 各 
向 异性 圆柱 体 热传导 系数 计算 如 下 

A2z = kscos’ B+ kasin’B 

kss = (kz — ka)sinBcospB 


ks: = k,sin’B+ kscos’ 
(7 =103) 
ki 一 0 
kis 一 0 
ki 三 局 


其 中 ,ks,k; 分 别 为 7 方向 ， 切 向 0 方向 ,x 方向 主 热 传导 系数 , 8 为 平行 于 = 轴 柱 面 内 的 
最 大 热传导 方向 与 向 母线 的 夹 角 ， 
引入 参数 变换 式 (7 -2), 方程 (7 - 102) 变换 为 


1 -和 二 站 3 了 9 ?下 
Ka * gr rt Kz 大 吕 t+ Kk; ) 六 十 2Kn 了 


=0 (7-104) 


设 
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T= > er2, (sz) (7 — 105) 


其 中 为 整数 ,4 为 特征 根 。 
当 n= 二 0， 将 式 (7 -105) 代入 方程 (7 -104)， 可 得 


1 9 [es 9 2 六 (r ,Zz)o 
产 FY or 9 x 


上 式 采 用 常规 贝 塞 尔 函 数 和 分 离 变 量 法 可 得 解 为 


六 Hg” =0 (7 -106a) 


Zlrss) = DAet+Ber)CJ( VRar) +D Yo VIRar)] + et dylnr 
j=1 


(7- 1060) 
其 中 A，B，C，D, c,d 为 实数 待定 常数 ; jn (Cz),Y,(Cz) 分 别 为 0 阶 第 一 类 、 第 二 类 贝 塞 
尔 图 数 。 
当 允 天 0， 设 
Br = ef (= L079 


j=~% 


记 42 = 办， 式 (7-105) 可 改写 为 


Ea 3 Ey em “ew f(r) (7 — 108) 


1 一 一 四) 一 一 并 


当 n 关 0 ,将 式 (7 -108) 代入 方程 (7 -104)， 可 得 


多 
rr + Sf + Ks AP)r m2rKRoam  — Kuzn :|=0 (7 -109) 
本 


方程 (7 -109) 是 一 新 方程 ， 对 于 各 向 同性 或 正 交 蜡 性 热传导 问题 , Ks; 二 0， 方程 
(7-109) 退化 为 变形 贝 塞 尔 方程 。 当 Ks 关 0， 称 方程 (7- 109) 为 B 型 各 向 异性 柱 
方程 。 

引入 参数 变换 


霹 二 砍 亿 (7—-110) 
方程 (7 - 109) 可 变换 为 
5 
型 4 广 过 df bp Kissr’ —2Kynr Om— Kn’)=0 《党 = 
dz” dr 
设 
Hs SA (7 — 112) 
k=0 


其 中 整数 , * 是 特征 根 。 A,.j. 是 复数 常数 ， 这 有 别 于 常规 变形 贝 塞 尔 函 数 方法 。 设 计算 
中 & 最 大 取 为 2 天 。 

采用 第 5 章 类 似 方 法 求解 ， 可 得 $i, 二 av 十 ii 
其 中 /==1，2。 
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经 1 = 0 
Oi. = 放 0 
C7—= 113) 
Ca2w 一 0 
bs., =—n V 开 > 
A， AFL 一 — 2KanAis (NW Kadiai 
~ (gD 二 +1— 2n VRz) 0 
| =114 
Asij.ittit = —2KasnAst tt (A) KssAsne 


(十 1)(k 十 1 十 2n VKRzs) 
注意 上 式 为 考虑 ws 不 同 ， 在 待定 常数 A,.j.. 引入 新 的 下 标 /。 
根据 式 (7 -114) 进行 迭代 计算 , Ai 二 Ai.oA%X1(Ln,k) 。 实 数 系数 Xi (lL,n,k) 
按 以 下 递 推 公式 求解 


Rl ml = 2K,sn ,下 < 
1— .2 MK 二 
Xi(1,m ,十 1) —2RKanXi(L n+ RaXi (mk 1) ;0 
(ht EE 1 
2k (7 — 115) 
XiC2 71 2371 六 二 
1 2n VK 2 
Xi(2,n,k 十 1) = RanXi 2 nh) +t KaXi (2 nk 1) | ~,0 
(1 二 1 4 2n VR 


注意 上 式 为 考虑 vs 不 同 ， 在 待定 常数 As 引入 新 的 下 标 1。 采 用 7. 2 节 求 解 思 
路 ， 可 以 得 到 
f(x) = Zi% (x) A C7 = 116> 
式 中 引入 2 (x) 多 项 式 
Zi (TT) 二 71 十 ny1D)z 二 XGln,2)z 十 十 XX (ln,k)x* 十 …] 
(7=117) 
以 (7) 是 一 个 新 的 实数 多 项 式 函 数 ， 可 称 为 B 型 柱 多 项 式 (注意 : Z»(x) 为 实数 多 
项 式 ， 不 能 称 为 复数 柱 多 项 式 )。Zi% (rx) 有 Xi(ln,1) ,Xi(1,n,3) ,，… 等 奇 次 项 的 存在 ， 
式 (7-117) 与 贝 塞 尔 函 数 系列 结构 不 同 。 但 后 续 研 究 表明 ， 当 ss = 0 ,Zi»(zx) 可 退化 
为 一 筷 ， 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 J (x) ， 读 者 可 以 自行 求解 
综合 式 (7-108) (7-112) (7-116) 和 (7-117) ， 可 得 


2 


T= 9 9 Moe eZ 和 FCrD+Zr2) (7-118) 


{=1 n=—w nz¥K0j=—wmj#0 


将 式 (7-118) 代入 圆柱 体 侧面 边界 条 件 可 得 特征 方程 ， 即 可 确定 特征 根 2 。 当 
7 二 0,j 三 0 对 于 的 也 数 解 可 以 单独 处 理 ， 以 下 只 考虑 nn 关 0,j 关 0 情况 下 式 (7 -118) 的 求 
解 。 
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7.7.1 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 实心 圆柱 体 稳 态 问题 解 


(1) 解析 解 求 解 
柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 B 型 各 向 异性 实心 圆柱 体 边界 条 件 如 下 
eR TLR) 
二 0,T(0,0,zx) 有 限 
考虑 函数 有 限 自 然 条 件 ， nn 二 0 时 , 式 (7 -118) 只 能 选 /=2; n 二 0 时 , 式 (7-118) 
只 能 选 /二 1， 这 样 可 得 


Ts yn 下 Ce Wem ZI (rT) + COr,0) + Z, (7,z) (7 —119) 
1 二 一 疙 。 尖 01= 
将 式 (7 -119) 代入 边界 条 件 ， 可 得 
2 (xz) 一 0 (7 =120) 


求解 式 (7 一 120) 可 得 零点 jy 。 > 
2 (Cr) 是 实数 多 项 式 ， 如 果 出 现 虚数 根 . 会 对 偶 出 现 
网 人 一 (5 人 十 id (7-121) 
计算 时 可 以 将 特征 根 进行 排序 : 当 式 (7 一 117) 中 的 .x 震 次 最 大 取 2K, 2>0 时 .可 
以 求 得 这 样 2K 个 虚数 根 <i 十 i ye 二 iets 十 i se 一 i ve 一 这 各， 
df? — je 
其 中 di? 之 
那么 "<0 时 | 同样 可 以 求 得 2K 个 虚数 根 
= St 人 二 
其 中 di 二 


修一 到 (7 -122) 
A RR 7 
由 此 可 
= Bn 2 (pas) 十 CCr.0) 二 Zi(r,z) (7 -123) 
N= 一 wnN20)= 一 wj 
半 于 = 三 < 信 十 i 局 ， 定 义 
Dy Abi 
(C2) = Ri i C9 


其 中 cdi， Riis Tian 为 实数 。 
定义 : 实数 多 项 式 2 (0r) ,Zi%.; (7) 


汉人 A a) = re Royo Do RssaX ,mht] (7-125) 
人 = 1 
他 起 wp = 2 了 (7=126) 
人 一 1 


根据 式 (7-125) 和 (7-126)， 可 得 
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Ze) = Zp) (7 -127) 


根据 数学 物理 实数 化 原理 , T(r,0,z) 解 应 该 可 以 化 简 为 实数 函数 。 根 据 有 关 函 数 关 于 
n 的 奇偶 性 ， 可 将 一 nn 对 应 级 数 项 归并 入 nn 对 应 的 级 数 项 


人 二 
二 
> 4(e 全 {A 4 CRs j) Cos(z 和 十 710) es ZA ph 人 )sin(z 5 十 n0) ] 二 
n=1 j=1 
ApasjanaL Zt0.K )sin(ce 十 码 ) 十 2 ( )eos(z Se + 70)] } 十 


i 二 


A 


C C7} 
de (Bn LZ, CEp?ws)eos(z 人 十 区 ) 十 2 Fp)sinks Re TY]— 


a .()) 
a Cs )sin(z 党 二 20) 一 ZN， Cy )cos(z 压 四 ) 十 ZZ;z2) 十 CCr,O) 

(7 = 128) 
其 中 0 5 2 “Bj.0s (n= 1,*° »00,] = 1 ,* ,0%) 为 实数 。 Zo (rs 为 7 一 0， 
j 关 0 时 式 (7 - 108) 解 ， 具 体 见 本 章 7.2 节 定义 ，Zu(r,z) = 》 [AN egv 十 Bi X 


FE 
A E fn 
本 “J (fer) s。C(r,0) 为 j=0,n 关 0 时 式 (7-108) 解 ， 解 形式 及 求解 可 见 第 五 章 第 


5.2 节 ,CCr,0) 可 以 单独 求解 。 实 际 计算 中 , 式 (7 - 128) 中 不 可 能 取 无 限 大 , 设 n 最 
大 取 为 N,，A 最 大 取得 氏 ， 当 ?0, 7 最 大 为 Jp ; n 王 0, Zo(r,z) 中 的 贝 塞 尔 函数 特征 
根 个 数 为 jh 。 这 样 (7-128) 共有 “(4XNXJix 十 2J。) 个 未 知 数 ， 将 式 (7-128) 代 
人 柱 体 z= 二 0 和 > 一 两 个 边界 条 件 ， 可 以 形成 两 个 方程 ， 将 2 个 边界 条 件 方程 左右 两 端 进 
行 两 步 展 开 ， 第 一 步 展 开 为 关于 0 的 傅立叶 级 数 ， 第 二 步 再 展开 为 贝 塞 尔 函 数 JJ- 
(针对 二 0 级 数 项 ) 和 J (rz) (针对 n==0 级 数 项 ) ， 根 据 傅 立 叶 一 贝 塞 尔 函 数 正 交 性 可 形 
成 (4XNXJiir 十 2J。) 个 方程 ， 可 求解 (4 XN X Jr 十 2J。) 个 未 知 数 。 至 此 ， 此 
数学 物理 问题 得 解 。 

(2) 数值 计算 

考虑 实心 各 向 异性 圆柱 体 ， 材 料 的 热传导 系数 为 如 = 2.6364kcal/(m.h.。C) ,ks = 
1. 301kcal/(m。h CC),k; = 0.6kcal/(m*: h. 'C), R=1m, h=lm, g==0。 柱 体 上 端面 
(zz 二 1m) 温度 分 布 为 L10(r 一 rr”*)cos(0. 1lnr 十 0)]'C ， 柱 体 下 端面 (= = 0m) 温度 分 布 为 
[Gr 一 户 )cos(azilnr 十 0O)]'C 。 侧面 (r==1m) 温度 为 0C 。 

1) Xi(Ln,k) 分 布 情况 

系数 Xi(L,n,k) 可 以 根据 式 (7- 115) 计算 获得 。 根 据 不 同 的 各 向 异性 角 8 ， 计 算 结 
果 (2K 二 60, nn 二 1) 见 表 7-6 和 表 7-7。 
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表 7-6 Xi(l,n,k) 与 的 计算 趋势 (/ = 1) 
10° 45° 80 
1 一 2.311092062375020E 一 001 一 1.323625958127090 3. 111677048648328 
2 1.769021702864641E 一 001 5.372666081743582E 一 003 3.733080661304837E 一 001 
3 —7.959706723417238E 一 003 一 8. 815017788240245E 一 002 2. 537155609537332E— 001 
4 3. 928099566493390E 一 003 一 1.920381871237669E 一 003 1.686062716238490E 一 002 
号 一 8.418616669625086E 一 005 —].699939719789093E 一 003 6. 189856518723690E 一 003 
6 3. 320693533734841E 一 005 —3.974189479205515E—005 2.899068390514716E 一 004 
7 一 4. 284427260856650E 一 007 —1.535813701824438E 一 005 7. 182352261202586E 一 005 
8 1. 472907578810410E 一 007 一 3. 384951129388698E 一 007 2.618876036020744E 一 006 
9 —1.278828036950074E 一 009 —8.016668883953179E 一 008 4. 858014863177975E 一 007 
10 4. 018532262195150E 一 010 —8.016668883953179E 一 008 1. 456973501167522E 一 008 


表 7-7 Xi,(/,n,k) 与 的 计算 趋势 (! = 2) 
10° 45” 80° 
1 3. 799492196506061E 一 002 1. 208119567544075E 一 001 4.614466463745370E 一 002 
2 3. 522266592976936E 一 002 6. 133505171099800E 一 002 8. 241196885413425E 一 002 
3 9. 221816024048669E 一 004 4.750179178825683E 一 003 2. 509662823885235E 一 003 
4 3. 885396466096305E 一 004 1. 123662011251683E 一 003 2.023618550213053E 一 003 
§ 7.901801932191550E 一 006 6.487314037473275E 一 005 4. 697434186384575E 一 005 
6 2. 079728958124335E 一 006 9. 775714729055381E 一 006 2. 359026057900144E 一 005 
7 3. 490461268754503E 一 008 4. 527034650116896E 一 007 1.471585525386895E 一 007 
8 6. 562517427662675E 一 009 4. 951704894163813E 一 008 1.601415922727131E—007 
9 9. 429349205740687E 一 011 1.921175770498287E 一 009 2. 581324339451682E 一 009 
10 1. 364558202292748E 一 011 1.639440897600227E 一 010 7. 107685392472270E 一 010 


表 7-6 ， 表 7-7 可 看 出 Xi,(l,n,k) 随 & 递 减 迅 速 ， 这 也 预示 着 所 得 级 数 解 收敛 是 有 
基础 的 。 

2) 1 

根据 式 (7 -120) 可 以 求解 特征 根 y 

其 他 计算 同样 表明 7 一 9 中 特征 根 为 对 偶 出 现 规律 是 一 般 情 况 。 确 定 了 特征 根 和 转换 
系数 Xi (ne)， 式 (7-128) 也 就 确定 了 ， 代 入 边界 条 件 即 可 求解 数学 物理 问题 。 


( 帮 
lon 


特征 根 分 布 情况 


» 计算 结果 (2K = 60,n = 1) 显示 在 表 7-8。 
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表 7-8 fn 变化 趋势 ,! = 二 2 表 7-9 aj 变化 趋势 ,! = 2 


45° 
8 下 
1 一 8. 667394093733220E 一 001 十 i5. 423022369216246 
2 一 9. 872026881876477E 一 001 十 i39. 736942352084970 
1 51. 104230329838360i 3 一 1. 107421668285721 十 i10. 681415892510430 
4 一 1.252394772046646 十 i15. 925052657682510 
2 46. 759650331869140i 
5 一 1.356332488273230 十 i21. 163773966365400 
3 40. 165590654105930i 6 一 1.437379322881311 十 i26. 400222992912430 
a0, 5877624622884640i 7 一 1. 503807923615259 十 i31. 635423532945890 
8 一 1.576144410584373 十 i36. 877199050959530 
5 26. 988396365889460i 
> | 9 2. 659677298904164 十 i40. 815655755486160 
6 20. 396698041938340i 10 一 4.765875463273634 十 i40. 248176610035170 
20 一 29. 055999293343460 十 id2. 378654153138280 
7 13. 799069230754730i 
30 一 80. 962730732920620 十 i26. 856194834580540 
8 7. 180121083489487i 31 一 8. 667394093733220E 一 001 一 i5. 423022369216246 
一 7. 180121083489487i 32 一 9. 872026881876477E 一 001 一 i39. 736942352084970 
33 一 1. 107421668285721 一 il10. 681415892510430 
10 一 13. 799069230754730i 
34 一 1. 252394772046646 一 i15. 925052657682510 
11 一 20. 396698041938340i 35 一 1. 356332488273230 一 i21. 163773966365400 
36 ek 311 一 i26. 400222992912430 
12 一 26. 988396365889460i 。 920010 6 4 2 12 和 
34 一 1. 503807923615259 一 i31. 635423532945890 
13 一 33. 577624622884640i 38 一 1.576144410584373 一 i36. 877199050959530 
I 一 40. 165590654105930i 39 2.659677298904164 一 140. 815655755486160 
40 一 4.765875463273634 一 i40. 248176610035170 
15 一 46.759650331869140i 
50 一 29. 055999293343460 一 i2. 378654153138280 
16 一 51. 104230329838360i 60 一 80. 962730732920620 一 i26. 856194834580540 


7.7.2 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 解 


对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 实心 柱 体 热 传导 问题 ， 可 得 边界 条 件 


0 
k=— (hi OL) 
or 


g, ,k=0 (7 —129) 


和 自然 条 件 T(0,0,z) 为 有 限 值 。 
考虑 函数 有 限 自 然 条 件 ，x0 时 , 式 (7- 118) 只 能 选 /=1; n 二 0 时, 式 (7-118) 
只 能 选 /二 2， 这 样 可 得 


> Anjoewew Zi(r) + Zr,z) + Cr,0) 


人 (7—130) 
LE Ea 
将 式 (7 -130) 代入 边界 条 件 (7 - 129) ， 可 得 
过 (1) 
Ta 让 (7 = 131) 


ox 


求解 式 (7 -131) 可 得 零点 以 ， 进 而 可 以 确定 问题 解 。 
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7.7.3 ”侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 实心 柱 体 热 传导 解 


第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 
[= (ki 


en C7 = La 


和 自然 条 件 T(0,9,z) 为 有 限 值 。h, 为 柱 体 与 外 界 环境 热 对 流 系数 。 
考虑 x 工 二 凡 ;， 式 (7-132) 可 变换 为 


[一 (kn 人) 阁 十 haT]| ,mye = 0 (7 -133) 
考虑 函数 有 限 自然 条 件 ，n 盖 0 时, 式 (7- 118) 只 能 选 1=1; n<0 时. 式 (7 -118) 
只 能 选 1=2。 将 式 (7 -130) 代入 式 (7 -133)， 这 样 可 得 
9 Zt) i 
[一 如 2 本 这] | Ra JRE = 0 (7 —134) 


求解 式 (7 - 134) 可 得 零点 太 , 。 Ws = 风 入 VEKS 。 根 据 特征 值 M 可 以 确定 特征 
函数 形式 ， 代 人 边界 条 件 ， 对 比 左右 两 端 系 数 ， 可 以 确定 问题 解 。 


7.7.4 ”侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热传导 问题 边界 条 件 为 
Tr,0,z) = 二 从 


(7—135) 
[T(r, ,0,2) 二 0 
将 式 (7 - 118) 代入 式 (7 -135)， 可 得 特征 行列 式 
Zr ) (re) 
二 C7 — 136) 
KW 
求解 式 (7- 136) 可 以 确定 特征 值 4 。 根 据 式 (7-136) 可 得 
Zr CN) _ _ 
2 师 二 PB, he ir rr TN —1]: 
A A Zo CA) (7— 137) 
将 式 (7- 137) 代入 式 (7- 118) 可 得 
中 ss WC A A 
i wy (hb) 【 叉 CD) 人 
灾 Ref > DA een [ZI AD ) — ZI CA pe yt 
(7 — 198) 
其 中 T" 为 n=0 时 相应 函数 解 , T = Z,(r,z) 十 C(r,9) ,读者 可 自行 推导 。 
7.7.5 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 
对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 
> oT ~ 
gq: |,-, = (An F371 =0 
(7 一 139) 
gy | = Rs SY | 
0 
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对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空 


x 心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 和 矩阵 行列 式 ， 
求 出 特征 值 A 和 As,i.0.; wei 之 间 关 系 式 。 


“ 133 * 


特征 矩阵 行列 式 
02 22) 
了 天 六 = 9 - 了 一 人 和 
一 0 (7 一 1405 
9 okz) | o ZZ» (xz) | 评 
or a 可 着 二 
其 中 二 2 VKs o 
求解 式 (7- 140) 可 以 确定 特征 值 M%” 。 根 据 式 (7- 140)， 可 得 
ry 
[ 二 本 | t= 
人 yo 一 一 = 
2 A 9 Zi Cx) (7—141) 
Es 
a 
将 式 (7 一 141) 代入 式 (7 -118)， 可 得 
| a2Z8Cz)| 
,A FD) (万 (h) (j) 9 和 * 
ef 2 A " [2 — ZA = Zn CS J 
or nia 
(7 = 142) 
其 中 了 为 n=0 时 相应 函数 解 ,T = Zi,(r,z) 十 C(xr,0) ， 读 者 可 自行 推导 。 
7.7.6 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 B 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 
对 于 内 外 径 都 是 第 二 Rue 
| 7 一 记 = [一 ki 二 一 可 “十 junT]|。 
(7= 1439 
(tna Ai 一 一 柯 二 十 iuT|- a 0 
考虑 变换 ES 一 [2 VK 33 '3 2 (7—143) 可 改写 为 
| 3 3 RT 
jT (f= 144) 
l= i VRK; 十 大 = 


式 中 Ly 一 ra VK; 33 TL2 = 2 VK3s o 


将 式 (7-118) 代入 式 (7-144)， 根 据 待定 系数 AioyAxwio 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 
得 特征 行列 式 ， 


pA VR 9 ZI (x) Soy 
11Av Ko) haZ | 


o 
=n [hn YAKRa(— 2 Sax) | 二 二 


=0 
TP 9 Zh (7) 要 I Z 
Cha VRRC 2 ) +h (7)]| [— ka VR a zm, 


(7—145) 
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求解 式 (7-145) 可 以 确定 特征 值 M%”。 根 据 式 (7-145)， 可 得 
(bh) 2 
[= hl an 本 
人 jn =— A 0 2 (7—146) 
[— kA VR (Te) +h,20 (7) |,, 


将 式 (7 -146) 代入 式 (7 -118) 可 得 


T= T° +Re( y 村， evew * {ZH CA )— ZAD ) 


N= 一 wn0j= 一 


9 
[一 AM VRs 人 十 后 2 向 Cz 洒 |。-， 
I 7F00 
[一 各 MP VR ) hsZ Cr)] | 


其 中 T" 为 n = 0 时 相应 函数 解 , T” = 2Z,(r,z) 十 C(r,09) ， 读 者 可 自行 推导 。 


(7—147) 


7.8 三 维 C 型 各 向 异性 圆柱 稳 态 热传导 方程 一 一 C 型 复数 柱 多 项 式 


本 节 研 究 三 维 C 型 各 向 异性 圆柱 稳 态 热传导 方程 (As 二 0,ki3 关 0,kzs 一 0) 的 稳 态 
温度 场 问 题 。 考 虑 曲线 型 各 向 异性 圆柱 ， 圆 柱 半 径 为 R， 圆 柱 体 高 度 为 hb， 在 圆柱 边界 与 
外 界 进行 热 交 换 ， 这 样 圆 柱 体温 度 场 分 布 与 (r,9,z) 有 关 。 柱 坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微 
分 方程 为 


] 9 aT 1 Ey ji 洲 
er 了 可 二) + kz 这 IF 十 a3 二 2k 一 tks py 


(7—148) 
其 中 T(r,0,z) 为 柱 体温 度 分 布 函数 ，g 是 热源 函数 。 kj (j,k 二 1,2,3) 中 的 下 标 1 为 径 向 x 
方向 ， 下 标 2 代表 切 向 9(0 志 9 过 2x ) 方向 ， 下 标 3 代表 < 方向 (0 过 < 夸 用 ), kx (j,k = 
1,2,3) 为 热传导 系数 。 三 维 各 向 异性 圆柱 体 可 以 看 作 是 增强 纤维 缠绕 形成 的 三 维 柱 体 。 本 
节 计算 中 C 型 模式 圆柱 体 可 以 看 作 是 由 柱 体 纵 截 面 内 与 = 轴 成 固定 夹 角 的 纤维 围绕 * 轴 施 
转 所 形成 的 三 维 圆柱 体 。 这 种 模式 下 圆柱 体 热传导 系数 计算 如 下 
An = Al cos28 十 Asin2B 


AR 一 人 
k22 人 ks 
(7— 149) 
ki = (ks — ki)sinBcosp 
kz3 = 0 


ks = Al sin28 十 As cos:B 
其 中 局,As 分 别 为 了 方向 ， 切 向 0 ，>z 方 向 主 热传导 系数 , 8 为 沿 = 轴 纵 向 截面 内 的 最 大 
热传导 方向 与 z 向 母线 的 夹 角 。 第 6 章 研究 的 柱 对 称 问题 为 本 节 问 题 的 对 称 情 况 特例 。 
引入 参数 变换 (7 -2)， 将 方程 (7- 148) 变换 为 


3 
业 -人际 了 可 十 2K i ee 
产 如 玫 天 9 r drgz rr 9 之 
(7 = 150) 
设 
T= De (ray (7—151) 
其 中 ?为 整数 。 
当 沁 和 王 胡 一 力 人 二 区 
当 交 和 洋 站 » 设 
Za) = 六 CF) (7—152) 
记 A = 二 雇 ， 式 (7-151) 可 改写 为 
T= DY) De "ef (ry (7—153) 
N=—w)=—% 
将 式 〈7 -153) 代 人 方程 (7 - 150)， 可 得 
2 df, 07) KR 7) 2 i 
六 司 疗 ” 十 rr 一 一 (Ka r 十 Ki) 二 + f,[ 一 Ks (CA: ， 十 riKi3A5 — K,n:]=0 


(7~ 154) 
引入 参数 变换 
工 二 A 


方程 (7- 154) 可 变换 为 


x? 5 + Ks Ku) 十 广 ( 一 Kxzz tiKisr— Kun)=0 (7-155) 
和 人 


当 Kis 二 0， 方程 (7-155) 可 退化 为 变形 贝 塞 尔 方程 。 当 Kis 关 0， 方程 (7 - 155) 
为 新 的 常 微分 方程 ， 可 命名 为 C 型 各 向 异性 柱 方程 。 
设 
f(x) = DA (7—156) 


过 部 


其 中 4 整数 ,* 是 特征 根 。 A,.j,, 是 复数 常数 ， 这 有 别 于 常规 变形 贝 塞 尔 函数 方法 。 计 算 中 必 
最 大 取 为 2K。 
采用 第 5 章 类 似 方法 求解 ， 可 得 $4, = ao 十 ip 


其 中 /=1，2。 
Ul 0 
by n /Ks 
(7—157) 
dyn 0 
b; n n VK 2; 
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A _ CiKp(tl~、— 2n /RK F222 A Ky) (NX Ag 
Lonsktl 
(R 十 1)(A 十 1 一 272 VK,,) 
《一 8 
| A Sa iKi;(1 十 27 V 开 2 二 2k PA, 2 十 Ks (A )* As | 
了 .大 二 
(IN( 和 站 1 站 Wn 区 
根据 式 (7 一 158) 进行 迭代 计算 ， 可 得 
[A 一 一 1A，o QD 5 = Ls | We BE 
(7 = 159) 


| = A DR a 下 三 汪 入 
式 中 Xi CA),X CR) 可 以 根据 式 (7-158) 推导 出 来 。 
采用 7. 2 节 求 解 思路 ， 可 以 得 到 
yr Ag (7-160) 
式 中 定义 C 型 复数 柱 多 项 式 2Z1% (x) 
ZO(T) = x {ln 2 Ln) 十 sy 十 久 1(L,n.2k). 二 …: 
十 iLX;(Lm 1) 莹 十 XCL3)z3 十 十 X(C2 2 一 1)z2 1! 十 …] 


= 
定义 : 实数 多 项 式 Yo (x) ,Yi%,;(x) 
a) = [Ll DX (no zs] (7—162) 
k=1 

Yi (ry) Ws Dy) XL,n,2k — J)" ) (7—163) 

根据 式 (7-160) (7-161) 和 (7-162)， 可 得 
Ze (Cz) 一 Yi (7) 十 iYio (x) (7 — 164) 
C 型 复数 柱 多 项 式 (7 -164) 是 一 个 新 的 复数 多 项 式 函 数 ， 显 然 Zi/% (zr) 与 贝 塞 尔 函 


数 系 列 结构 不 同 。 后 续 研 究 表明 ， 当 As = 二 0 ,Zi?(x) 可 变换 为 一 b,,, 阶 第 一 类 变形 贝 塞 尔 
函数 ， 读 者 可 以 自行 求解 。 
根据 式 (7-153) (7-156) 和 (7- 160)， 可 得 


2 D 中 
二 全 > >)， > Aiwjoe ew ZO)+Z r,s) tO,0) (7-165) 
nH 二 一 wrH 关 0) 二 一 ,Jj 才 0 


将 式 (7 -165) 代入 圆柱 体 侧面 边界 条 件 可 得 特征 方程 ， 即 可 确定 特征 根 A 。 当 
二 0 或 j= 二 0 对 于 的 函数 解 可 以 单独 处 理 ， 以 下 只 td (7 一 165) 求解 。 

这 样 根据 柱 体 侧面 的 边界 条 件 可 以 求解 特征 根 ， 进 而 确定 待定 常数 ， 给 出 方程 解 。 下 
文 分 不 同情 况 给 出 解析 解 。 


7.8.1 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 实心 圆柱 体 


(1) 解析 求解 

各 向 异性 实心 圆柱 体 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 为 
r= R,T(R,0,z)=0 
r= 二 0,T(0,0,z) 有 限 


第 7 章 三 维 各 向 异性 圆 性 稳 态 热传导 方程 一 一 系列 变形 复数 柱 多 项 式 和 复数 函数 。 137 。 


考虑 函数 有 限 自 然 条 件 ，x 六 0 时 ,， 式 (7 -165) 只 能 选 (=2; n 过 0 时 , 式 (7 -165) 
只 能 选 /二 1， 这 样 可 得 
名 = 区 D3 Aimme"e WZ (7) + Zr,z) + Cr,0) (7—166) 
将 式 (7- 166) 代入 上 述 术 边 界 条 件 ， 可 得 
ZE 二 让 (7-167) 


求解 式 (7 -167) 可 得 零点 由 。 

2 (z) 是 复数 多 项 式 ， 不 会 出 现实 数 根 ， 其 复数 根 记 为 
一 和 十 记名 (7—168) 
计算 时 可 以 将 特征 根 进行 排序 : 设 式 (7 -156) 中 的 x 和 窜 次 最 大 取 K, 当 n>0 时 ,可 
以 求 得 KK 个 虚数 根 1 凡 : Ki 个 纯 虚 数 根 id2( 二 1,2,… ,Ki) ,Ks 个 虚数 根 ci*V 十 
id 一 12 )， 开 :个 虚数 根 一 < 入 和 re 十 dR (j= 二 1,2, ,Ki)。K=K, 
十 2Kz ;二 Cd 二 dK 。 当 n<0 时， 可 以 求 得 K 个 虚数 根 4 人 3 : 
Ki 个 纯 虚 数 根 一 id1%,K; 个 虚数 根 一 "0 一 4d ,Ks 个 虚数 根 c 和 入 rs 一 ia 全 +) 。 
其 中 K = Ki 十 2K, 。 上 式 中 虚数 根 标记 中 为 |n 


o 


根据 Al? = Ce 和 工 一 Pe ， 可 得 


到 三 py A eZ (Ee) + Zee) 十 Cr (7 — 169) 


EA 


pg 定义 
0 Ca 
法- 六 ) = Rt i (7-170) 


其 中 加 二 要 ， 人 和 这 为 实数 。 
定义 实数 多 项 式 2 (0r) ,Zi%,, (7) 


PA Nor Ra) = Rj.0 让 We > [ (一 Ri.0 Lj20-1 a Lio Rn 1 )X， (Ll,n,2kC— Dr 十 


(CR,,n3.0R ni2k 二 了 ra TXT (ln,2k)r™] 
G7= 171a) 


Z1% ni ke WE j = rm >) LOR,0 Rn ja i RY )X,(l,n,2k i = 
人 = 1 


(Rj ln,jo2t 二 了 ro Rj ) Xi (ln,2k)r ] 


(7 -171b) 
将 式 (7-171a) 和 (7-171b) 代入 式 (7 -169),， 可 得 


2 (FR) = BR) + 2 Eph) 
综 上 所 述 ， 可 得 控制 方程 的 一 般 解析 解 为 
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) 十 ZI;( 志 p02,.;)] 十 


T= $V hn ia 2 二 


用 一 一 号 天 0 一 一 oj/ 关 0 


Zs Or 0) 


rr 0 
RE 


(7— 172a) 
其 帅 Ao Arajois Bio tn = 1 = Le 0) 为 实数 ; 蕊 072) 为 起 
(7-153) 中 n==0,j 关 0 的 解 ， 见 第 6 章 定义 。 C(xr,0) 为 式 (7-153) 中 j= 0,n 关 0 的 解 ， 
可 单独 求解 。 实 际 计 算 中 , 式 (7 -172a) 中 不 可 能 取 无 限 大 , 最 大 取 为 N ,有 最 大 取 
得 K,j 最 大 为 J 。n 二 0, C,(r,z) 中 的 刀 取 为 [一 M，M]。 式 (7-172a) 共有 (8XN 
XJ 十 4M ) 个 未 知 数 。 
根据 数学 物理 实数 化 原理 , T(r,0,z) 解 (7 -1724) 应 该 可 以 化 简 为 实数 函数 


Im(T) = Im| 3 > CA 0 FiA er ee Rl ( 震 收 na 十 
n= 一 0 wn 闫 0 二 一 wo. j 关 0 
Im[Z,(r,z)] = 0 

(7 — 172b) 


将 式 (7 -172a) 代入 柱 体 z==0 和 > 一 /两 个 边界 条 件 ， 可 以 形成 两 个 方程 将 2 个 
边界 条 件 方程 左右 两 端 进行 两 步 展 开 ， 第 一 步 展开 为 关于 0 的 傅立叶 级 数 ， 第 二 步 再 展开 
为 贝 塞 尔 函 数 ， 此 数学 物理 问题 可 以 得 解 。 

(2) 数值 计算 

考虑 C 型 实心 各 向 异性 圆柱 体 ， 材 料 的 热传导 系数 为 k, = 2.6364kcal/(m.h.C) ， 
k; = 1.301kcal/(m。h。C),As = 0.6kcal/(m.:h. ‘CC)., R=1m, h==lm, g 二 0。 柱 体 上 
端面 (z; = 1m) 温度 分 布 为 [10(r 一 户 )cos(0. 1lnr 十 9)]'C ， 柱 体 下 端面 (xz, 二 0) 温度 分 
布 为 [(r 一 户 )cos(azilnr 十 0)]'C 。 侧面 (r= 二 1)〉 温度 为 0C 。 

1) Xi (Ll,n,k) 分 布 情况 

系数 X1(1,n,k) 可 以 根据 式 (7-158) 和 (7- 159) 计算 获得 。 根据 不 同 的 各 向 异性 
角 86， 计算 结果 (2K==60, n= 二 1) 如 下 : 


表 7-10 Xi(L,n,k) 与 & 的 计算 趋势 (/ 二 2) 


10” 45° 
2 1. 970883044457364E 一 001 —1.183321100465329E 一 001 
4 2. 898379380584728E 一 003 一 7.155537456636682E 一 003 
6 6.691099244150971E 一 007 4. 977146704675774E 一 005 
8 一 1.263233857632067 正 一 007 2. 201370140883341E 一 006 
10 一 6.576956461915692E 一 010 2. 198165458291458E—009 
12 —1.515982411684493E 一 012 一 ].072521315574637E 一 010 
14 一 1.850343345388495 王 一 015 一 2.595518645782098E 一 013 
16 一 1.059169845566837E 一 018 1. 327198440052440E 一 015 
18 1.902967914951980E 一 022 4. 098299705298244E 一 018 


4.652878486568518E 一 021 


8. 557531072796415E 一 
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表 7-11 X,(l,n,k) 与 & 的 计算 趋势 (/ = 2) 


45” 


10” 


6. 292176492398960E 一 001 
8. 582218316428546E 一 003 
—1.178026435391029E 一 003 


. 352410029349356E 一 001 
3 2.747894508426850E 一 002 
.605162613471666E 一 004 


cm 
CT 


7 3.713825021595340E 一 006 —1.161182104397412E 一 005 
9 1. 008391250943228E 一 008 1. 484413499194200E 一 007 
11 8.054819185193778E 一 012 1. 278846546402919E 一 009 
13 —1.837093976649404E 一 014 —2, 752272393157876E 一 012 
15 5, 705133993126129E==017 一 3. 089037016080688E 一 014 
17 —7.241333409970074E 一 020 —5.742354076340383E 一 018 


.294842739562307E 一 023 .386770966150947E 一 019 


表 7-10 和 表 7-11 可 看 出 Xe) 和 X (CR) 随 衣 递减 迅速 ， 这 也 预示 着 所 得 
级 数 解 收 敛 是 有 基础 的 。 
2) pi 特征 根 分 布 情况 
根据 (7-167) 可 以 求解 特征 根 yi,,,; 。 计 算 结果 (K = 60,n 一 1) 显示 在 表 7 -12。 
表 7-12 ji, 变化 趋势 ,!/ = 2 


45° 
J 

1 i 19. 745168099549690 

2 i 16. 942832188503260 

3 i 12. 892352601423670 

4 i 8. 834292991949223 

5 i 4. 749940115154129 

6 一 4. 749940115148240 

7 一 8. 834292991965553 

8 一 12. 892352596932150 

9 一 16. 942809750960940 

10 一 20. 990036784493840i 

11 一 25. 035590957436600 

12 一 29. 082353635531880i 

13 一 32. 762379719059940i 

14 一 103. 649794543535200i 

15 1. 511039070239813 十 i 19. 881937435853050 
16 2. 885552153249709 一 34. 938505639644870i 
17 3. 166978176268091 十 1 20. 062938452840800 
18 4. 906731930574039 十 i 20. 149619654289880 
19 6. 714053470400349 十 i 20. 124946005782850 


20 7.668713868031233 一 137. 329943097043410 
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续 表 


45° 


8.588681468203703 十 1 19. 979594754154770 
10. 532778809538080 十 1 19. 702536600047620 
12. 548917934292090 十 i 19. 280650365237140 
13. 956039199870560 一 1 39. 889281428658350 
14. 6404113296123830 十 1 18. 698219353195400 
16. 811410989629770 十 117. 936097093495700 
19.067185307955460 寺 116. 970601652912570 
21. 414550135627180 二 115. 771850644601280 
23. 262468283139910 一 42. 839777036016100i 
23. 862504004831170 十 114. 301236389389790 
26. 423288223491610 十 i12. 507398492360820 
29. 114229551058260 十 110. 319439609851360 
31..961213191192470 十 i 7， 6346556904681 19 
35. 005954614138930 十 1 4. 294143803402227 
38. 323666945063420 十 i 2. 738888272997306E 一 002 
42. 077096779465380 一 5.7024307707449241 
46. 769829941309170 一 14. 330052622501310i 
—1.511039070239813 十 1 19. 881937435853050 
一 2.885552153249709 一 34. 938505639644870i 
一 3. 166978176268091 十 1 20. 062938452840800 
一 4.906731930574039 十 1 20. 149619654289880 
一 6.714053470400349 十 1 20. 124946005782850 
一 7.668713868031233 一 137. 329943097043410 
一 8. 588681468203703 十 1 19. 979594754154770 
一 10. 532778809538080 十 1 19. 702536600047620 
一 12. 548917934292090 十 1 19. 280650365237140 
一 13.956039199870560 一 1 39. 889281428658350 
一 14. 640413296123830 十 1 18. 698219353195490 
一 16.811410989629770 十 117.936097093495700 
一 19.067185307955460 十 116.970601652912570 
一 21.414550135627180 十 115.771850644601280 
一 23. 262468283139910 一 42. 8397770360161001 
一 23. 862504004831170 十 114. 301236389389790 
一 26. 423288223491610 十 112. 507398492360820 
一 29. 114229551058260 十 110. 319439609851360 
一 31.961213191192470 十 17. 634655690468119 
一 35.0059546141389030 十 1 4. 294143803402227 
一 38. 32366694506342 十 1 2. 738888272997306E 一 002 
—42. 077096779465380 一 5.702430770744924i 
—46. 769829941309170 一 14. 330052622501310i 
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其 他 计算 同样 表明 7 一 12 中 特征 根 对 偶 出 现 规律 是 一 般 情况 。 确 定 了 特征 根 和 转换 系 
数 XI CA) 一般 解析 解 形式 也 就 确定 了 了 ， 代 入 边界 条 件 即 可 求解 数学 物理 问题 。 


7.8.2 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 实心 柱 体 热 传导 解 
边 


对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 热传导 问题 ， 可 得 柱 侧面 边界 条 件 


“名 二 pa 
0 洛 一 (Rn 可 二 As 


口 之 
和 自然 条 件 T(0,0,x) 为 有 限 值 。 
考虑 函数 有 限 自然 条 件 ，7 盖 0 时 , 式 (7 - 165) 只 能 选 /=1; n 二 0 时 , 式 (7 - 165) 
只 能 选 /二 2。 将 x== 碎 WW? 和 式 (7-166) 代入 边界 条 件 (7 -= 173) ， 可 得 


9 i (wy 
i 


求解 式 (7 -174)， 可 得 零点 ps 。 


) lag= 0 LC? = 178) 


AN 十 ikisZim(x) 一 0 (7 -174) 


一 及 (7— 175) 
根据 特征 值 41 五 A 进而 确定 问题 解 。 


7.8.3 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 稳 态 解 
柱 侧面 第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 


Es 3 十 As +h a 志 (7 - 176) 


和 自然 条 件 了 (0,0,z) 为 有 限 值 。h 为 柱 体 与 外 界 环境 热 对 流 系 数 。 

考虑 困 数 有 限 自 然 条 件 ，x 六 0 时 , d, = 二 0, 式 (7-165) 只 能 选 /=1; n 过 0 时 ， 式 
(7-165) 只 能 选 /=2。 

将 式 (7-166) 和 x 二 以 六 代入 边界 条 件 (7 -176)， 可 得 


()) a 
0 7 


求解 式 (7 -177) 可 得 零点 jv 。 根 据 jw, = RM ， 特 征 值 A 久 可 以 确定 。 


三 申 1N Ch 一 IRA ZF) 0 (7—177) 


7. 8.4 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


对 于 侧面 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热传导 问题 边界 条 件 为 
1TGonbz) =0 
[T(r ,0,z) = 0 
将 式 (7- 165) 和 工 三 马刀 代入 式 (7-178)， 根 据 待定 系数 Aio,A,，i 不 全 为 0 
的 条 件 ， 可 得 特征 行列 式 


(7 = 178) 


ZN ZA) 
Zi CroAi ) / a 站 ) 
求解 式 (7 一 179) 可 以 确定 特征 值 MX 。 根 据 式 (7 - 179) ， 可 得 


一 0 (Bd 
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2 Grea ) 本 
Ai 一 一 Ai Ze CAT (7 = 180) 


将 式 (7-180) 代入 式 (7- 165)， 可 得 


( | 
a, 村 > Ainme" er [ZE AP) 一 Zi ) Pr] ;十 工 : 
三 一 只 基 0J)= 二 一 m2,) 冯 0 ol t 
C7 — E81 
、 读者 可 自行 推导 ， 


7.8.5 ”侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


其 中 T* 为 n= 二 0 或 j==0 时 相应 函数 解 , T* = Z,(r,z) 十 C(r,0) 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 侧面 边界 条 件 


对 了 工 2 了 
dr| =— (hn 本 一 十 As 可 过 lsan SL 
9 


3 工 3 下 (一 25 
好 | 一， 一 一 Cn + | = 0 


对 于 柱 侧 面 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 矩阵 行 


列 式 。 
特征 矩阵 行列 式 
9 加 :J 
[LA 二 i 2 | [CA Se Ze (zx)]| 
== 光 
[ki 9 A 本 各 学) 二 ikis 2 0) Cx || a wi [ki 2 + ik 2y0, (x)] | roi 
(7 一 了 8 
其 中 抑 = 及” 。 
求解 式 (7- 183) 可 以 确定 特征 值 4 。 根 据 式 (7 一 183)， 可 得 
[An 人 CE || 
Mazid = = Ata (7 -184) 
[gk SY pg, Za kz)]| 
将 式 (7-184) 代 人 和 人 式 (7-165)， 可 得 
T 一 T 十 Re( > 9) Arjoe™ ew (ZAPD) = ZI CM) 
nn 三 一 wn 沽 0 二 一 ,J) 关 0 
Lh 本 4 thot te) (7 -185) 
(ce) _ 
[hy Sa ih C2) ,0 
ox 1 


其 中 T" 为 2 一 0 或 7 一 0 时 相应 函数 解 , T = Z,(r,z) 十 Cl(r,9) ， 读 者 可 自行 推导 。 
7.8.6 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 C 型 各 向 异性 空心 柱 体 热 传导 解 


对 于 柱 侧面 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 为 
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gl = Cn SL+hs DL) +h,T]|,a = 0 


(7=188) 


9 
gq:|,-,=[ (ki I 


对 于 柱 内 外 径 侧面 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空 ne 


9 


2 十 下 避 汪 


mms=0 


列 式 。 
特征 和 矩阵 行列 式 
CA SED 0% i ZR Da hi SEE 0 i ) 2 Dy 
=0 
[ka 2 ED Fh, — kA ZO DI a kX a D+, — kA? 2 (2)] | snd 
(7 -187) 
其 中 工 王 以 。 
求解 式 (7-187) 可 以 确定 特征 值 M% 。 根 据 式 (7- 187)， 可 得 


9 . 
[— Bijae 2 十 (ju — ikiaA )Z10, Cz) | ;na 
A;. =— Al.,,j.o (7—188) 


nd 可 - 
FE=B Dey + Ch — Rin ) 200, Cz)] | sna 


将 式 〈7 -188) 代入 式 (7 -165)， 可 得 


~ 


T=T*+Re( 2) > Aijoe™ew {ZI MP) — ZY MD) 


N= 一 % nA0)=—_m AO 


2 


+ Ch — kad YZ C7)] | sa (7 一 189) 
) ) 


[一 次 


[一 knAW ER 要 让 


其 中 T* 为 n= 二 0 或 j= 0 时 相应 函数 解 , T = 2Z,(r,z) 十 C(r,0) ， 读 者 可 自行 推导 。 


十 Ch 一 Rin ZI CY) | sn at 


7.9 一 般 三 维 各 向 异性 圆柱 稳 态 热 传导 方程 


本 节 人 研究 一 般 各 向 异性 (ks 隆 0,kzs 关 0,kis 天 0) 的 三 维 圆柱 体 稳 态 温度 场 问题 。 
考虑 曲线 型 各 向 异性 圆柱 ， 圆 柱 半径 为 R， 圆 柱 体高 度 为 h， 在 圆柱 边界 与 外 界 进行 
热 交 换 ， 这 样 圆柱 体温 度 场 分 布 与 (x,0,z) fe 柱 坐 标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


1 了 rE 2 1 F277 
r grr 2 r ra0t Ke D 82 让 
(7 — 190) 
2 总 “下 92T 1 9 了 1 如 2* 工 
K;; SR 二 2 9 一 
+ 玉林 人 人 a 本 r 909xz ki . 
设 
T= > eZ,(r,z) (7 -191) 


其 中 ) 为 整数 。 
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= (和 6 
当 坟 闪 0， 设 
Zrs2) = SE, CF) (7=192) 


记 4P 二 办， 式 (7-191) 可 写 为 


下 Sy De ef Cr (7— 193) 


n=—aj= 


当头 0，, 将 式 (7-193) 代入 式 (7 -190),， 可 得 


7 5 十 fl +2Kiint 2KiN) + ft Ks QPP HAD Ks —2Kan) — Kuar]=0 
(7—194) 
引入 参数 变换 


和 观 记 
式 (7-194) 可 变换 为 


攻 和 +z fiKsrt1+2K in) + fl Kx xliKys —2Kyn) — Kwn |]=0 
(CF = "195) 
方程 (7 -195) 是 一 新 方程 ， 可 称 为 一 般 各 向 异性 柱 方 程 ， 当 其 中 系数 简化 以 后 一 般 
各 向 异性 柱 方程 可 分 别 退 化 为 变形 Z;, 方程 ，B 型 各 向 异性 柱 方程 ,C 型 各 向 异性 柱 方 程 。 
设 


Fr yA (7 — 196) 
k=0 


其 中 整数 , ; 是 特征 根 。A, 是 复数 常数 。 
将 式 (7- 196) 代入 方程 (7 -195)， 可 得 $4, = a 十 座 L 


其 中 ! 一 1, 2。 
ci =— nkK 1» 
bi =n VK», — Ke ) 
(7 — 197a) 
cz =— nK 1 
和 递 推 公式 
| [C2Ks Ky — 2K niKs(l—2n VR — Ki t+ 2k A + FY Ks A 
] ,nktl 


(十 TIE V 天 2 ) 


(—2K Ky — 2Ko)n—iKys(l2n VR 一 Ki 十 28]A A tt QA Ks Al 
(二 1)(k 十 1 十 2n VE) 


An 站 


(7— 197b) 
根据 式 (7- 197a) 和 (7 - 197b) 进行 迭代 计算 ， 可 得 
并 一 CAPEL RI AL nk) FiX CR) (7- 198) 
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式 中 Xi CA)，X CR) 为 实数 递 推 系 数 ， 可 以 根据 式 (7- 197a) 和 (7-197b) 推导 
得 出 。 
采用 本 章 7. 6 节 求 解 思路 ， 可 以 得 到 
Fly = BH ENA ss (7 1993 

式 中 定义 复数 多 项 式 Zi%* (xr) ， 可 称 为 复数 一 般 各 向 异性 柱 多 项 式 ， 具体 为 

2 (7) = 

To 人 十 XGO 十 XI 2) 妇 十 XI 3)1 十 XI 4)z 十 十 XI RD) 十 … 

十 XCnsDzr 二 Xn,2)z 十 久 (Un3)T 十 Xo(lnsd)z 十 十 (nsk)zx 十 …]) 


(7 ~- 200) 
定义 : 多 项 式 Yi%,(x) YI (7) 
YD, (x) = [lt D2) Xi nsk) xr] (7- 201) 
YI (2) Sa te XL ns Rt (7 -202) 
k=1 


根据 式 (7-199) ~ (7- 202)， 可 得 
ZH 7) = YD (x) 十 ii (xr) (7 — 203) 
Zi (zz) 是 一 般 的 复数 多 项 式 ， 当 热传导 系数 简化 , Zi (x) 可 分 别 退 化 为 变形 贝 塞 尔 


琐 数 ， 变形 复数 柱 多 项 式 和， (xz) ，B 型 柱 多 项 式 Zi (x) ，C 型 复数 柱 多 项 式 Z'? (x) 。 
综 上 所 述 ， 可 得 


Anaoeiaea ZH r+ Zr 2) + C0 (7-204) 
= > i 


#0j=—r jE0) 


将 式 (7 - 204) 代入 圆柱 体 侧面 边界 条 件 可 得 时 特征 方程 ， 即 可 确定 特征 根 。 当 ?7 
三 0,j 关 0 和 nn 关 0,j = 二 0 时 式 (7-193) 对 应 解 (2Z,(r,z),C(r,0)) ， 需 要 释 加 到 一 般 解 
析 解 中 ,但 由 于 其 可 以 单独 处 理 ， 以 下 只 考虑 nn 关 0,j 关 0 时 式 (7-204) 求解 。 

这 样 ， 根 据 柱 体 侧面 的 边界 条 件 可 以 求解 特征 根 ， 进 而 确定 待定 常数 ， 给 出 方程 解 。 
下 文 分 不 同情 况 给 出 解析 解 。 


7.9.1 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 实心 圆柱 体 稳 态 解 


(1) 解析 求解 
对 于 实心 圆柱 体 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 为 
Jr=R,T(R,0,z)=0 
lr == 0,T(0,0,x) 有 限 
考虑 也 数 有 限 自 然 条 件 , nn 二 0 时 , 式 (7-204) 只 能 选 1==2; n 二 0 时 , 式 (7 -204) 
只 能 选 /= 1 。 这 样 可 得 


T= p39 Ainjwe er ZIy (zr) + Zr,z) + Cr,0) (7- 205) 
其 中 z 一 凡凡 。 
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将 式 (7-205) 代入 边界 条 件 ， 可 得 


Z1% (xz)=0 (7 — 206) 
求解 式 (7 = 206)， 可 得 零点 pa Wj 9 Al Le = RA i re o 
心 (Z) 是 复数 多 项 式 ， 不 会 出 现实 数 根 ， 其 复数 根 记 为 
i SS i de (7—207) 


综 上 所 述 ， 综 合 推导 可 得 控制 方程 〈7 -190) 的 一 般 解 析 解 为 


蕊 


T= 2 rope ti pie Zi (ph +Z,(r,z) + CCr.0) 


沪 


7 一 208) 
其 中 Anor Aios (一 1 oo 三 1, ,oo) 为 实数; QZ. (rz) 为 n= 二 0,j 关 0 的 式 (7 
一 193) 对 应 解 ， 见 第 6 章 定义 , C(r,0) 为 j= 二 0,n 关 0 的 式 (7-193) 解 ， 见 第 5 章 第 2 节 
定义 。 ; 
根据 数学 物理 的 实数 化 定理 ， 温 度 函 数 解 (7 - 208) 应 该 可 以 化 简 为 实数 函数 


Im(T) = Im| > -3 as TF iA,se057) ere i Zly (Epdn) +Im[Z,(r,z)] =0 


-oo 关 01 一 一 上 小 关 0 


(7 — 209) 
将 式 (7 - 208) 代入 柱 体 z==0 和 z=h 两 个 边界 条 件 ， 可 以 形成 两 个 方程 ， 将 2 个 边 
界 条 件 方程 左右 两 端 分 别 展开 为 复数 柱 孔 数 展开 式 ， 根据 复数 柱 函 数 的 正 交 性 和 式 (7 - 


209)， 可 以 求解 未 知 数 。 
7.9.2 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 解 


边 
对 于 柱 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 热传导 问题 ， 可 得 边界 条 件 


9 口 aT Rn 
hs | sR 一 一 (Ai 本 十 : + 本)|.-s 一 0 (7=210) 
二 0,T(0,9,z) 有 限 
考虑 函数 有 限 自然 条 件 ，n 二 0 时 , wd = 二 0， 式 (7-204) 只 能 选 /二 1; nn 二 0 时 ， 式 
(7-204) 只 能 选 /==2。 将 式 (7 -205) 和 x 二 芭 说 代入 边界 条 件 (7- 210)， 可 得 
[An Dy 十 28 CD)( 乱 计 十 wa2)]| as 三 :1 (A 


求解 式 (7 -211) 可 得 零点 X42 。 根 据 特 征 值 A442 可 以 确定 特征 函数 形式 ， 进 而 确定 
问题 解 。 


7.9.3 柱 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 实心 柱 体 热传导 解 
实心 各 向 异性 圆柱 体 侧 面 第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 


[一 Ch 全 十 hs 十 全 二 ks 十 AT| (7 -212) 


六 QsT(OvO RE 有 限 
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其 中 为 柱 体 与 外 界 环境 热 对 流 系数 。 
将 式 (7 - 205) 代入 边界 条 件 (7 -212)， 可 得 


0 Zi Gnd 
[An 二 


求解 式 (7 -213) 可 得 零点 2 。 根 据 特征 值 4 可 以 确定 特征 函数 形式 ， 进 而 确定 
问题 解 。 


和 人 十 ZI (zx ) (in 十 iki3A 一 有 h,,)] 


:m=0 (7 -213) 


7.9.4 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 空心 柱 体 热传导 解 


对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热 传导 问题 侧面 边界 条 件 为 
fT sO = 
[T(ri,0,z) =0 
定义 一 以 风 。 将 式 (7 -204) 代入 式 (7 -214)， 根据 待定 系数 Al,,,j.o ,Az,,jw 不 全 
为 0 的 条 件 ， 可 得 特征 行列 式 


(7 -214) 


Pt (ria ) 2 (GaP hh ) 


(7—215) 
天 
求解 式 (7-215) 可 以 确定 特征 值 M%” 。 根 据 式 (7-215) 特征 矩阵 可 得 
(8) pa 
Az.ij =— Ai Lise rs) (7 -216) 


ie Br Cy Xm) 
将 式 (7-216) 代入 式 (7-204)， 可 得 


(CR (万 
T= Re - DY A ove [ZH (AP — Zo (CO tT 
LE AE EA 2 \ TA 


(7—217) 
其 中 T" 为 2 一 0 或 /一 0 时 相应 函数 解 之 和 , T= Z,(r,z) 十 C(r,0) ,读者 可 根据 第 5、6 
章 方法 自行 推导 。 
7.9.5 柱 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 空心 柱 体 热 传导 解 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 侧面 边界 条 件 为 


9 9 9 
jl- (An 十 名 了 本 十 如 | = 者 一 0 

I TT 和 交 灾 二 盏 人 
| r=ry SE (ki 2 Ris mn 13 < ) | Ss 0 

9) ft 00 9 之 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 后 交 忻 的 友 s 心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 矩阵 行列 式 ， 
求 出 特征 值 4 。 


特征 矩阵 行列 式 
9 ZI (7) a y Aiz 口 ZL) (Cr) EE 2 . 2 
[An = ZI CD CR int kia )]| rm [Lk A 十 (DC 全 训 十 ia rr A 
二 0 
9 ZI (7) 9 ZI#) (x) Bs 
[An 二 和 人 十 QI2) Dn + haa )] | r=r2Md) [An 一 十 28(D( 往 轴 十 kaa57)] | 六 


(7 -219) 
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其 中 工 王 仅见 。 
求解 式 (7 一 219) 可 以 确定 特征 值 M% 。 根 据 (7 -219)， 可 得 
[An 2 +207) EE 是 记 十 这 na]|， 
Azn.j.o 一 一 Ai 出 Zs CD 中 
[RN 一 0 2 + ZY (TIC in t+ i ) | |， 
(Wy te) 
将 式 (7 -220) 代入 式 (7 -204) 可 得 
T= T’"++Re( by Dy A yo ew * {ZH CAD YY = ZI CARD) 
1 二 一 en 和 关 0j = 二 一 0,j 关 0 
(g) 一 
[An Zoo + Zr kin tik )] | He a0 (x 一 221) 
dx 站 ) 
o ON | 
[LA SA, 2 十 1 | = | 


其 中 T" 为 n=0 或 j=0 时 相应 函数 解 ,T = 2Z,(r,z) 十 C(xr,9) ,读者 可 自行 推导 。 
7.9.6 柱 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 的 一 般 各 向 异性 空心 柱 体 热 传导 解 
对 于 柱 侧面 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 侧面 边界 条 件 


0 lg 9 
gq = [Ch + 十 +h T= 0 
(7 — 222) 
dr pi (kii 人 +k 二 了 十 As 5 ) 十 fuT]|-， == 


记 工 三 以” 。 对 于 柱 侧面 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建 
立 特征 矩阵 行列 式 ， 求 出 特征 值 MX，。 


特征 和 矩阵 行列 式 
D o a 
[ki 了 Se 二 ZCD( 守 加 二 a2 hia) lar Lan 2 + 2 Lt Wh 
< 旧 
9 多 
[An TD Dnt i hb, 条 上 冯 2 [An 2 二 CC kaA —= haa}] | ; 


C7 — 223) 
求解 式 (7-223) 可 以 确定 特征 值 4” 。 根 据 式 (7 -223)， 可 得 


[LA 2 Sn A — 有 h,.)]|, 
Min ds 9 Za (x), 0 Cg) R12. ， 0 
[LA 一 Miv +t Za TRInt iN —h.)]|, 


将 式 〈7- 224) 代入 式 (7 -205)， 可 得 
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T=T*+Re( > >》 Ajoerew {ZA ) — ZH AD) 


n=—m N00i=—@j#0 
[LA a 多 十 2 (Cz)( 估 各 十 放 a = |] ry (7 =225) 
BD Z28 (oT 和 AD (4) ( 
[An 人 二 2 (Din +t ik = | 


其 中 T 为 n == 0 或 j == 0 相应 函数 解 , T = Z,(r,z) 十 C(r,9) ， 读 者 可 自行 推导 。 
7.10 各 向 异性 柱 方 程 与 合流 超 几 何方 程 的 关系 


各 向 异性 柱 方程 
业 过 六 df ;> . 2 : 2 Se 
此 J 十 文 gz iKszt 1+2Kiin)+ fl— Ksax +r(iKs; —2Kyn)— Kyn|=0 


一 个 一 般 方程 。 对 比 合流 超 几何 方程 


Ny, (7 -226) 
dz dz 
可 以 发 现 
当 Ki, 0, 氏 3 = 0,Ksy 一 0， Ks 一 0 时 ， 各 向 异性 柱 方程 简化 为 
rt 了 一 Koz2 太 一 0 C7= 227) 


令 工 = 二 iz， 代 入 式 (7 -227) 可 得 


ET (7 ~ 228) 
dz dz 


当 a 二 Kwn*,y 二 0,， 式 (7-226) 和 “(7-228) 是 一 致 的 ， 也 就 是 说 合流 超 几 何方 程 
是 各 向 异性 柱 方程 的 特例 。 
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三 维 圆柱 体 非 稳 态 温 度 场 的 计算 是 一 个 复杂 三 维 数学 物理 初 值 边 值 问题 。 即 使 对 于 各 
向 同性 三 维 圆 柱 体 ， 其 温度 场 初 值 边 值 问 题 求解 也 不 简单 。 三 维 圆柱 体 是 工程 中 常用 结 
构 ， 其 物理 场 的 理论 和 工程 价值 大 。 三 维 圆 柱 体 非 稳 态 温度 场 偏 微分 方程 是 数学 物理 学 科 
重要 方程 ， 其 解析 求解 十 分 重要 。 在 第 7 章 稳 态 各 向 异性 柱 体温 度 场 求解 基础 上 ， 采 用 复 
数 分 离 变 量 法 求解 思想 ， 给 出 了 三 维 柱 体温 度 场 初 值 边 值 问题 求解 方法 ， 提 出 了 复数 三 维 
柱 体 函 数 ， 这 种 柱 体 函 数 在 柱 体 范围 内 关于 - 正 交 ， 由 此 本 章 给 出 了 复数 三 维 柱 体 函数 展 
开 定 理 ， 依 据 所 得 解析 解 和 复数 三 维 柱 体 函 数 展开 定理 ， 给 出 三 维 各 向 异性 圆柱 非 稳 态 问 
题 的 一 般 解 析 解 。 


8.1 三 维 各 向 异性 圆柱 体 非 稳 态 温度 场 偏 微分 方程 及 求解 


考虑 曲线 型 各 向 异性 圆柱 体 ， 圆 柱 体 底面 半径 为 尺 ， 圆 柱 体 高 度 为 二 ,在 圆柱 体 边 界 
与 外 界 进行 热 交换 ,这样 圆柱 体温 度 场 分 布 与 (r,9,z) 有 关 。 柱 坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 


微分 方程 为 
1 流 aT 1 2*7T 1 六 2 
i rad tm sp 
(8 —1) 
9*T LL 1 3 了 T ， i 让 5 
2A， 
ks3 EE 十 2k13 大 A 六 法 1 2A23 FO I cp of 


式 中 T(r,0,z,t) 为 柱 体温 度 分 布 函 数 ; g 是 热源 函数 ; kj (j,k 二 1,2,3) 为 热传导 系数 ， 下 
标 1 为 径 向 ” (0 二 r 过 R) 方向 ， 下 标 2 代表 切 向 0 (0 委 0 委 2r) 方向 ， 下 标 3 代表 < 方 
向 〈0 委 z 二 L); po 为 密度 ; C, 为 材料 比 热 。 三 维 各 向 异性 圆柱 体 可 以 看 作 是 增强 纤维 缠绕 
形成 的 三 维 柱 体 ， 第 七 章 定义 了 四 种 模式 铺设 缠绕 方式 ， 本 章 主要 针对 A 模式 各 向 异性 圆 
柱 非 稳 态 热传导 问题 求解 。 
A 模式 下 各 向 异性 圆柱 体 热传导 系数 计算 如 下 

Ai = Acos 8 十 AsinB 

kis = (ki — k;)sinBcospB 

kz = kisin’B+ kscos’B 


Aia 一 0 
Aza 一 0 
Ra 一 k; 


式 中 包 ，a As 为 二 方向 ， 切 向 0 ，z 方 向 主 热传导 系数 , 8 为 平面 (~,0) 内 的 最 大 热传导 轴 
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方向 与 径 向 -的 夹 角 。 

ee 对 于 空心 圆柱 体 还 包括 内 侧面 边界 。 
温度 场 边界 条 件 分 为 第 一 、 三 类 边界 条 件 ， 在 热传导 计算 中 第 一 类 边界 条 件 为 边界 给 
定 值 ， 第 二 闫 边界 条 件 为 边界 热 绝缘 ， 类 边界 条 件 为 给 定 热 对 流 ， 对 于 实心 圆柱 体 还 
有 > 一 0 处 温度 为 有 限 值 。 实 际 计算 中 ， 柱 体 边界 条 件 为 三 种 边界 条 件 在 侧面 和 上 下 端面 
的 组 合 ， 具 体 计算 可 分 别 确定 。 对 于 热传导 问题 ， 柱 体 初始 条 件 为 时 间 为 0 时 ， 柱 体温 度 
场 给 定 柱 体内 部 温度 场 分 布 即 可 。 而 对 于 其 他 类 型 (波动) 方程, 还 有 导数 类 型 的 初始 
条 件 。 

本 章 假设 圆柱 内 没有 热源 ， 即 g 二 0。 对 于 有 热源 问题 ， 我 们 可 以 推导 得 到 对 应 热源 
函数 g 的 热传导 偏 微 分 方程 特 解 ， 将 特 解 代 入 后 面 求 得 一 般 解 析 解 一 并 求解 即 可 。 下 面 求 
解 三 维 圆 柱 体 各 向 异性 热传导 方程 非 稳 态 问 题解 析 解 。 

引入 参数 变换 ， 


ki k2; ka3 kz23 R13 四 gq kl 
K 至 有 码 + 站 元 条 了 一 sKss 一 2k: = , SI 
6 ee rk i 
(8—2) 
代入 方程 (8 -1) 可 得 
1 沁 aT 1 二 闻 2 
Ku ~ D7 RK jot Ke 3 a 
9 4 1 攻守 1 a2 i 
Ks Tr +2Ks ~ 林子 Kw = 十 2Ka 二 二 二 3 
对 于 A 横 式 圆 柱 体 非 稳 态 热传导 问题 ， 有 
kis = 0 
(8—4) 
kzs 一 0 


设 研 究 区 域 无 热源 ，g 二 0。 对 于 有 热源 区 域 ， 求 得 方程 (8 - 1) 特 解 并 大 加 到 后 文 所 
得 级 数 解 式 (8 -46) 或 (8 -59) 一 并 展开 处 理 即 可 。 
根据 式 (8 -4), 方程 (8 -3) 简化 为 


站 9 eI 1 已 “下 1 可 2 下 2 aT 四 
r BF 2 x ora 2 2 可 0 t Ks dz: a at Ca 
设 
TOrs0se st) -== u(r,0,z )e™ (8—6) 


将 式 (8-6) 代入 方程 (8 -5) 可 得 


r dr 


品 o C 所 2 C 1 
二 了) 十 2Ki 一 3+ Ks 二 a 
| Qa 
设 
u(r,z) 一 EZ, (rs) (8—8) 


其 中 了 为 整数 。 
当 n 二 0， 将 式 (8 -8) 代入 方程 (8 -7)， 可 得 
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二 证 三 2 (8-9) 
广 Ar 0 之 CQ 
设 
Zur = ev folr) (8 = 10) 
式 中 4 为 特征 根 
将 式 (8 -10) 代入 方程 (8 - 9) 可 得 
上 明生 国 py 一天 KR 外 二 十 9 二 C8=118) 
r dr dr a 
记 
二 一 (Ka 十 也) (8—11b) 
a 
方程 (8 - 11a) 可 写 为 
二 号 Cr oe f=0 (8 116) 
dr 
方程 (8 -11lc) 为 0 阶 贝 塞 尔 方程 ， 可 以 写 为 
3 和 ee 一 0 (8 = 125 
侧面 、 柱 底 端 和 顶端 第 一 类 边界 条 件 和 初始 条 件 如 下 
r= RT(RQ B= 0 (8— 13a) 
go= ,T(rs0,0,£) = (8—13b) 
zs Ly (rt SO (8 ~ 136) 
r 二 0,T(0,9.z.t) 有 限 值 (8— 13d) 
T(r,0,z.0) = g(r,0,z) (8—13e) 
设 初始 条 件 p(7,0,z) 含有 独立 的 py(r,z) ， 即 
pr,0,z) = gorsz)T oir,0,2) + g(r.0) (8— 14) 


结合 式 (8 - 10) ， 考 虑 到 方程 (8 - 12) 含有 7】 的 平方 那么 一 4 对 应 的 解 也 满足 式 
(8 一 11a)， 这 样 有 


or = Ae fo(ry | Ae ™ f(r) (8—15) 
将 式 (8-15) 代入 式 (8-13b) 和 (8- 13c) ， 可 得 
1 1 
一 0 (8—16) 
eu e aL 
sinAaL = 0 
1 一 全 从 一 0,1,2， (名 一 177 
考虑 到 实心 圆柱 体 中 心 温 度 有 限 性 ， 方 程 (8-12) 有 解 
fo = cofolrs) (8—-18) 


式 中 c 为 待定 实数 。 令 这 二 rs 。Jo(z) 为 0 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ， 其 零点 为 jGm 二 1,2 
。 可 有 
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Rs (8 — 19) 
六 二 ia[Ks (入 Ey 十) ] (8 — 20) 

这 样 ， 可 得 方程 (8 - 5) 的 解析 解 
To rz) = 4 竺 yin 乔 TE ol Ka eR (8 -21) 


n=]】 k= 


法 


学》 二 区 ex f u(r) 


k=—m” 


其 中 心 三 名 ， & 为 整数 。 
将 上 式 代 入 方程 (8-7)， 可 得 


BU da Km) po Re th — We Ka] = 0 (2 
dr” dr a 
将 式 (8 一 115) 代入 到 方程 (8 - 22a)， 可 得 
A Ri (8 -22b) 
dy dr 
引用 
二 (8— 22c) 
式 中 Ss =— (KasAx 和 1w) o 
CQ 
这 样 (8 -22b) 可 写 为 
2 
2 df fs FoRKwain) + Fat — Koi) =0 (8 — 22d) 


da 
方程 (8 -22d) 与 第 5 章 中 (5-10) 即 


x 9 二 十 工 ea 十 2Kisin) 二 f(x: Kn:)=0 


结构 相同 ,这样 可 沿用 第 5 章 相 关 结 论 ， 得 到 方程 (8 - 22d) 的 解 如 下 


六 圭 DN Ar = Alino Zin,, (x) (8 — 23) 
其 中 k 为 整数 ， Pi = ,Ap 十 i., 是 特征 根 ， t=ly g, An 是 复数 常数 。 式 中 
Cn 一 一 nk 12 
bi,, = 他 VK,, Sr Ki, 
(8—24) 
az =— nK 12 


bz,, =—n VK2 一 天 和 
综合 式 (8-8) (8-10) 和 (8-23)， 可 得 方程 (8 -7) 解 如 下 
wna (rs0,2) = Mvmtner ew Zi (x) 人 
其 中 nn 关 0，。 
将 式 (8 -25) 代入 圆柱 体 底部 、 顶 部 端面 边界 条 件 和 侧面 边界 条 件 ， 即 可 确定 特征 
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根 和 A 和 w。 

下 面 针 对 柱 侧面 、 柱 底 端 和 顶端 均 具有 第 一 类 边界 条 件 的 A 型 各 向 异性 实心 圆柱 非 稳 
态 热 传导 问题 进行 解析 求解 。 此 问题 边界 条 件 见 式 (8 -13)。 

考虑 式 (8 一 13d), 式 (8-25) 只 能 选 !/= 2(n 放 0),/ = 1(n 二 0) ， 这样 针对 (8 - 
25) 可 得 


Ms = ns09 (8— 26) 
将 式 (8 -25) 代入 式 (8-13c)， 可 得 
2 Cx) = (8—27) 
求解 Z;,,(x) 二 0， 可 得 零点 内 
ey = 一 (Kys 台 十 昌 ) (8 — 28) 
CQ 
由 此 可 改写 式 (8- 25) 如 下 
2 2 A 二 ee (Fp ) (8 Ss 29) 


下 面 考虑 xz 方向 边界 条 件 满足 情况 ,将 式 (8 - 29) 代入 边界 条 件 (8 - 13b) 和 (8 - 
13c)。 考 虑 到 式 (8 - 11b), 一 个 hla 对 应 于 士 浴 ， 司 将 了 ai 十 ws kj 


A 代入 之 洗 向 边界 天 件 


2 = Ow ry 0 = se = Er ly = 
这 样 可 得 特征 行列 式 


IL 1 
= 0 (8 = 30) 
eu er 
和 
siniub = 0 (8=31) 
这 样 可 得 
入 一 伍 亿 一 0, 士 1, 士 2 (8- 32) 
根据 式 (8- 11b)， 可 得 
ty =— [K;; Cae ye 十 澡 ] (8 -83) 
和 
iw —— [ey + Ks (天 ) ]a (8 一 34) 
结合 式 (5-41b) (8-21) (8-26) (8-27) (8-29) (8-32) 和 (8-34)， 可 得 
T=Re{ 2 2 立 ， Road 和 (项 全 js Ms pt Tatras Tr 
一 一 加 天 0 j=1 k=—w,kz0 


(8-35) 
其 中 T(r,0,1) 为 k= 二 0,n 关 0 的 解 ， 见 式 (5-42b)， 按 第 五 章 方法 单独 求解 。 式 (8 -35) 
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中 =2 (>0)，/ 王 1 (2<0) 。 
考虑 到 An，e” 和 六 % 为 虚数 ， 可 有 
aa 2 0 二 LA po 


wo 


e” = cosnb tisinng (8—36) 


ris = eal = cos(a, lnr) + isin(a, lnr) 


根据 式 (8-35) (8-36) (5-39c) 和 “(5 一 42b)， 可 得 
TT 三 (ED T(r 人 二 


5 yn >i4 aceon[LZ (rycos(7y 十 和 十 clnr) 一 2Q02 (r)sin(0 十 和 十 wwlnr)] 十 


1 一 1 k=1 j= 
Mtios lO— Zh (F057 十 去 了 十 cln(-) 一 2 (r)sin(0 十 到 了 十 lnr]} ET +R le 


(8— 37) 
其 中 /二 2 。21 (2002(r) 是 实数 多 项 式 ， 定 义 如 下 

Zi (FY 三 

rn LZ Bin t Zunia Ragar tt Zr n Ra mr ZinamBRasmr 4 
py) = 

[TD A | 


mh 十 


式 中 忆 ， 为 求解 Z;, (z) = 0 所 得 零点 , Rj. 十 in 一 Hit) ”计算 中 只 选 
取 虚 部 为 正 的 纯 虚 数 根 。 

实际 计算 中 , 式 (8 -37) 中 n、k、j 不 可 能 取 无 限 大 , 设 n 取 值 在 [1，N] 之 间 , 
取 值 在 [1， K] 之 间 ， 对 于 一 组 (n, k), 2Z,, (zx) = 0 有 N,v 个 特征 根 ; J,(x) 计算 选取 
NN 个 特征 根 ， 这 样式 (8-37) 共有 (2 Xx 大 XN XK 十 NoK) 个 未 知 数 即 [ CA.0,,， 
A a 2,° Nk =1,2,., KR;j= 12 N,) ;A m= 1,2,.,No;k = 1,2, 
…,K)] 。 将 式 (8-37) 代入 柱 体 初始 条 件 T(r,0,z,0) = p(xr,0,z) ， 可 得 


"3b {A LZ (7)eos( + Fz 十 avlnr) 一 ZN (sin(10 + Pz + arslnr)]+ 


n=1 k=1 j=]1 


Aeros[ 一 202 (r)ecos(0 + 了 二 lnr) 一 2 (r)sin(w 十 Te 十 wwlnr)]) 


十 Jo(mzy0) 十 Tr,0,0) = m(rz) 十 pi(r,0,2) 十 办 (CrO) 


(8 -38) 
可 得 
N KK 避 
2>)， >)， > An [ZY Cr)cos(10 + 了 十 clnr) 一 ZY (Cr)sin(0 十 了 十 aslnr)] 十 
FE j=1 GB 
A [CO— ZY (7)cos( 二 和 十 wjnr) — Zi (rr)sin(70 十 人 +aslnr)]} = g(r,0,2) 


(8—39) 
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Tolr,z,0) = go lr,z) (8— 40a) 

T(r,0,0) = ps(7,0) (8 — 40b) 

方程 (8 -40a) 可 以 采用 贝 塞 尔 一 傅立叶 级 数 方法 独立 求解 ， 方程 (8 - 40b) 可 采用 

第 5 草 复 数 柱 函数 展开 方法 独立 求解 。 如 何 求 解 方程 (8 - 39) 是 个 新 问题 。 下 面 从 


Be Cs) 函数 系 的 正 交 性 开始 求解 。 


8.2 复数 柱 体 函 数 展开 定理 


(1) ex eZ (六 ws ) 函数 系 的 正 交 性 
ee Za (站 4) 函数 系 在 圆柱 体 域内 〈 0 过 rR, 0<0<2x, 0 过 zx 声 L) 带 > 
正 交 。 根 据 在 横 截 圆 面 (0 过 + 二 R, 0<90<2x) 上 复数 柱 函 数 evZ js 还 奖 性 
再 结合 傅立叶 级 数 ef 在 区 间 (0<< x 过) 上 的 正 交 性 ， 可 证 明 ee 个 Zs (让 pw) 函数 系 
在 圆柱 体 域内 (0 过 + 二 R, 0 过 0 过 2x，0 过 zx 达 LL) 带 - 正 交 。 
证 明 : 
根据 复数 柱 函 数 eZ (天 wy) 展开 定理 证 明 可 得 
当 m 天 wo  ， 有 
R 2 ” 
| 0, es Zh] dr 一 0, 记 六 记 (8 — 41a) 
当 yl, 关 p02.wj,， 有 
R 0 0 训 关 » 
| Zs, (一 re [2 0 eg dr 一 0 (8-41b) 


ks 
1 


对 式 (8 -41a) 进行 如 下 积分 , 根据 e” 在 区 间 (0 过 9 三 2x) 和 ee 
三 上 L) 的 正 交 性 ， 当 广 天 JJ 或 nn 关 Nn2 或 kl 关 角 时 ， 有 下 式 成 立 


: 在 区 间 (0 过 = 


R f2r 人 ? nj Lj : kor 
| | | Zp Ty)e™ ve Fa 2y)e"erT:] rdzdgdr = 0 (8—42) 


对 式 (8 -41b) 进行 如 下 积分 ,根据 e” 和 e 祝 的 有 关 正 交 性 ， 当 放 关 记 或 nw 闫 nn 或 
Ai 关 k 时 ， 有 下 式 成 立 


R f2r 上 Asis "1 J pan, ) Ro 
| | |.% Cir yonme ts [2, (ip yom rdadddr = bd (848) 
n 0 py R hem R 

根据 式 (8 -42) 和 “(8 -43)， 可 得 结论 : 

eweZ;, (万) 函数 系 在 圆柱 体 域内 (0 三 "二 R., 0<0 


,RA 
带 r 正 交 。 


人 
宁 
从 
人 
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定义 : 复数 柱 体 函 数 人 


Cai ride = ese & ) (8 -44) 


pe 
其 中 pi, 一 cy 十 这 ai = 一 nnKisb, =n VK», — KY ,as 一 一 MK 加， 一 一 2 VK» 一 天? ， 
/ 凡 为 Zy (zr) 一 0 的 根 。 

根据 施 图 姆 一 刘 维 尔 理论 和 复数 柱 体 函数 CCr,b,z) 函数 系 在 圆柱 体 域内 (0 过 
二 RR,， 0 二 0 过 2x ,0 三 z 达 LL) 带 权 > 正 交 性 ， 有 复数 柱 体 函 数 展开 定理 。 

(2) 复数 柱 体 函 数 定理 

复数 柱 体 函数 Cu (7,0,z) 级 数 展开 

若 /(r,0,z) 在 柱 坐 标 下 实 圆 柱 体 域内 (0 壹 + 二 R, 0 过 9 过 2x ,0 之 x 过 LL) 分 段 

光滑 ， 且 f(r,0,z) 为 三 个 坐标 磷 合 函数 , f(R,0,z) = 二 0， f(r,0,0) = 二 0，, f(r,0,L) = 0 ， 
那么 f(r,9,z) 在 柱 体 域内 有 C4.,(r,0,z) 级 数 展开 


fr = > y SB a Cs (8—45) 
nz¥0 j=1 k=-—% 
其 中 Bi -= Bi 二 下 $ Bin = Un ibis; ai =—nK 1 ,bi., =— | n | VK ,; Ki; ; 
[i 为 im (x) 二 0 的 根 ， 且 有 
有 
| | | [e”e , We (Ry )] f(r,0,z)rdzdOdr 
Bo = = (8—46) 


| | | [ewerz 2 (Goel eva ,KA rdzdOdr 


8. 3 求解 模式 及 数值 实验 


设 g(r,0,z) 二 golriz) 十 g(r,0,z) 十 py(7,0)。 将 式 (8-37) 代入 柱 体 初始 条 件 
T(r,0,z,0) 二 g(r,0,z) ， 将 gr(r,0,z) 展开 为 复数 柱 体 函数 C1, (r,0,z) ， 根 据 式 (8 - 
46) 给 出 BiiigjisowrsBiwwtijwwi 。 根据 Bror 三 AiwijorrsBiniwjon 一 Aion， 可 确定 式 
(8 一 37) 中 待定 常数 AeroryAeros s 将 和 (rz) 展开 为 贝 塞 尔 一 傅立叶 级 数 ， 可 以 确 
定 T(r,z,1t) 中 相应 待定 常数 。 将 tp 展开 为 复数 柱 函数 ， 可 以 确定 T(r,0,1) 中 相应 
待定 常数 。 确 定 所 有 待定 常数 后 ,根据 式 (8 - 37) 确定 函数 值 ， 问 题 得 

数值 实验 表明 : 本 章 级 数 解 收敛 性 很 好 ， 初 始 条 件 和 边界 条 件 满 足 很 好 ， 复 数 柱 体 函 
数 解 求解 是 正确 的 。 


8.4 其 他 边界 条 件 下 的 A 型 各 向 异性 柱 体 热传导 非 稳 态 问题 


8.4.1 柱 侧 面具 有 第 二 类 边界 条 件 、 顶 ( 底 ) 端 为 第 一 类 边界 条 件 实 心 柱 体 
对 于 柱 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 热传导 问题 ， 可 得 边界 条 件 
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oT 1 2 人 T 
gi | 站 二 (kii 了 7 kz 六 | ， 


a0 R 一 0 


est = 0 (8 -47a) 


T(r bsD = 0 
和 自然 条 件 T(0,90,z,t) 为 有 限 值 . 令 x = rs 。 将 式 (8 -25) 代入 式 (8 -474) 第 一 
可 得 
2 Te) 


[bse = 


二 RizinZi,, (7)]|,-r= 0 (8 -470) 
式 中 /= 二 2， 

求解 特征 方程 (8 - 47b)， 可 得 ， 进 而 确定 问题 解 。 
8.4.2 柱 侧 面具 有 第 三 类 边界 条 件 、 顶 ( 底 ) 端 为 第 一 类 边界 条 件 的 实心 柱 体 


第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 


9 9 
[二 了 十 -2 可) 十 个 | -sn 


TOrO 0 = 0 Wy 
T(r,0,L,t)=0 
和 自然 条 件 T(0,0,z,t) 为 有 限 值 。 h, 为 柱 体 与 外 界 环境 热 对 流 系数 。 
将 式 (8-25) 代入 式 (8 -48)， 可 得 
本 (8-49) 
dz R Pi 
求解 特征 方程 (8 - 49)， 可 得 ; ， 进 而 确定 问题 解 。 
8.4.3 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 、 顶 ( 底 ) 端 为 第 一 类 边界 条 件 空心 柱 体 
对 于 柱 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 空心 柱 体 热传导 问题 边界 条 件 为 
TO Or = 0 
T(ryQ gat) = 0 
(8— 50) 


TOCAiOy0s8) = 0 
T(r,0,L,t)=0 
根据 式 (8 一 25)， 将 ww 十 Wownt = Arwtoerew:Z (Crz) 十 AskueensZ (x) 代入 式 
届 -0 的 串 一 。 开 ,要 拉 和 是 弟 数 和 和 ws 不 各 因 品 的 要 伯 。 可 相交 全 本 江 
By rd sens Ze Ce) sn 


=0 (8 -51) 
Zip,, (TX) | rns hy CGE) | 
其 中 TT 二 75。 
求解 特征 方程 (8 -51)， 可 得 ss” 和 待定 系数 关系 式 
PA 0 
Azntij,o 一 一 Alntjo 2 2 (8 -52) 


Zo CT 
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将 式 (8 -52) 代入 式 (8 - 25) ， 综 合 推导 可 得 


n=—mn¥0 /一 ] 人 一 一 上 ,人 天 0 
六 wy| (8= 853% 
DY I 0) im | = 
LZ (® in , Zo,., (天 a 2 Zip,, Cz) | aa 
其 中 了 为 n= 二 0 和 上 = 二 0 时 相应 函数 解 , T 二 To(r,z,t) 十 T(r,0,t1) ， 读 者 可 参照 本 章 


和 第 5 章 方法 自行 推导 


]} 十 全 


8.4.4 柱 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 、 顶 ( 底 ) 端 为 第 一 类 边界 条 件 空心 柱 体 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 
aT 1 aT | 


Wn =— th + hn = 
aT 1 9T 
cn i (8— 54) 


T(r,0,0,t) = 0 
TraQs Ls li) 一 0 


对 于 内 外 径 都 是 第 二 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 和 矩阵 行列 式 ， 
求 出 特征 值 An 和 A zn.0,) ;Al,n0,j 之 间 关 系 式 。 令 2 


特征 矩阵 行列 式 
dZ, (z) dZ,, (zxz) 
[Lis 全 和 六 2Zw 5 [hs — e+ ks 2 pe CE ] | ps 
三 0 
dZ Cx) dZ， (z) ; 
[下 The 2 |ss 2 [ks — +k Zo,, C7) |e 
(8—55) 
求解 式 (8 -55) 可 以 确定 ss” 。 根 据 式 (8 -55)， 可 得 
dZ,, (x) 
Laas 一 Zip,, CoE] | sna 
Ai 一 一 Acio (8—56) 
(ND) dZip,, (x) inz 
[ky ss d +k > < Lip,, Cz} | ,= | 
fo 
将 式 (8 -56) 代入 式 (8 -25)， 推 导 可 得 
T= Re( > >， DA, ,joe ee be CY— 
n=—m nz¥0 j= 1 k=—% 
5 dZ,, 
， [AD se 和 EZ, 7), (8—57) 
Zoo (Ks) ee et + 工 * 
[ks Pe Fh, az (x)] 
A dr 多 ri hag 2 z=n 


其 中 T" 为 n= 二 0,k 二 0 时 相应 函数 解 ,， T == To(r,z,t) 十 T(r,0,1) ， 读 者 可 参照 本 章 和 
第 5 章 方法 自行 推导 
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8.4.5 柱 侧面 具有 第 三 类 边界 条 件 、 顶 ( 底 ) 端 为 第 一 类 边界 条 件 空 心 柱 体 
对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 边界 条 件 


oT 1] 了 昌 _ 
gq; We = [— (ki ks fe + hsTjlss 0 
全 这 1] 流 研 
Do | 十 训 一 [ CAN i kis pe 可 人 | | = 必 (8- 58) 


二 00 和 = 
LT(r Mbat) 0 
令 工 三 。 对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆柱 采取 类 似 的 方法 可 建立 特征 矩阵 行 


列 式 。 
特征 和 矩阵 行列 式 为 
dZ;,, (zx) i 2) 和 
hs + hs LZ, ads £ a pe 一 革 确 二 类 | 
1 到 | < I 
法: 滩 
dd2,, (Cx) 9 ds Cr) : . 
[一 局 is 2 十 (名 一 As Zn 0). se [= ks 二 + Ch — ks Zo, (2), 要 
(8 一 59) 
求解 式 (8 一 59) 可 以 确定 ss 。 根 据 式 (8 -59). 可 得 
i fo | - 
[~— ks 吝 本 (h,, = 一 Rls 2m, TJ) ) 
A 0 = 一 A nk - 
Bo 1 pi a Cx) i 
[— ks a (Ch, ee Aki: 2 es EM 
光 
(8—60) 
将 式 (8 -60) 代入 式 (8 -25) 可 得 
1: | rj 
T= Re > DOA nh ee Low) TRauc (2 
dd; (EY p 
[一 有 is 外 和 二 《一 2 Zo, 7), 滞 沁 
DZ (—s,) - pi 
pan RY™ odZ,, (2) jy 
[— knsy Ch ks pe ,Ra Ls a 
(8= 均 ],) 


其 中 T* 为 n = 0,k = 0 时 相应 函数 解 ,，T”== T(r,z,1) 十 T(r,0,1) ， 读 者 可 参照 本 章 和 
第 5 章 方 法 自行 推导 。 


8.5 特征 值 4 的 求解 
对 于 A 型 各 向 异性 情况 的 柱 体 ， 方向 的 特征 值 44 可 以 独立 求解 具体 求解 要 根据 项 


端 和 底 端 边界 条 件 来 确定 。 对 于 项 、 底 端 均 为 第 一 类 边界 条 件 的 XA 用 式 (8 -17) 计算 。 
对 于 如 下 边界 条 件 


第 8 章 三 维 各 向 异性 圆柱 体 非 稳 态 热传导 方程 一 复数 柱 体 函 数 。 161 。 


i Oo 0) 0 
Oz 
(8 — 62) 
i 1, 9 Wy OL) > 0 
O 之 
将 Qi(r'z) 二 Aiewr f(r) 十 Ase ”fw(r) 代入 式 (8-62)， 可 得 特征 行列 式 
] Em | 
一 生 (8 -63) 
2 一 @ a 
= (8 -64) 
站 二 和 夺 二 0, 士 和 ,十 2 9 
对 于 如 下 边界 条 件 
. 三 0 
| l (8—66) 
[2= L500r,0,L) 一 0 
将 Zrz) 二 Aiew flr) 十 Ase f(r) 代入 式 (8-66) 可 得 特征 行列 式 
1 1 
医生 (8-67) 
ea 一 @ ax 
cosAiL 三 0 (8— 68) 
一 0 二 1, 圭 2 (8—69) 


各 向 异性 三 维 柱 体 非 稳 态 热传导 问题 涉及 了 3 个 几何 坐标 变量 和 1 个 时 间 变 量 ,实际 
为 4 维 问题 。 随 着 各 向 异性 的 不 同 ， 各 有 关 边 界 条 件 和 初始 条 件 均 有 差异 ， 由 此 根据 本 章 
求解 思路 ， 可 以 构建 出 丰富 多 彩 的 三 维 柱 体 非 稳 态 热传导 问题 解 。 
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各 向 异性 圆 薄 板 与 外 界 环境 热传导 问题 是 工程 中 经 常 遇 到 的 问题 ， 分 析 表 明 : 此 问题 
在 数学 上 也 提供 了 新 的 数学 物理 方程 类 型 。 无 限 长 沿 > 方向 温度 不 变化 的 圆柱 体 横 截 面 温 
度 场 计算 (第 5 章 讨 论 的 问题 ) 与 本 章 研 究 的 圆 薄板 温度 场 计 算 均 可 采用 极 坐 标 进行 ， 但 
对 于 各 向 异性 问题 来 说 ， 两 个 问题 控制 方程 是 不 同 的 。 本 章 提出 了 变形 复数 球 柱 函 数 
em C, (zx) 用 于 求解 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 二 维 圆 薄板 稳 态 热传导 问题 . 研究 表明 变形 复 
数 球 柱 多 项 式 与 变形 球 贝 塞 尔 函 数 相关 联 。 本 章 针对 有 具体 各 向 异性 薄 圆 板 热 传导 问题 进行 
了 数值 计算 ， 还 对 系列 变形 复数 柱 多 项 式 的 特性 进行 了 研究 分 析 。 


9.1 极 坐标 下 的 板 面 与 外 界 换 热 圆 薄板 稳 态 热传导 控制 方程 


考虑 圆 形 薄 板 ， 圆 板 半 径 为 RR， 厚 度 为 h， 由 于 薄板 厚度 远 小 于 半径 ， 并 与 外 径 换 热 ， 
可 以 简化 温度 场 分 布 与 = 无 关 ， 仅 在 圆 板 边界 和 圆 板 面 与 外 界 环境 进行 热 交 换 。 极 坐标 
(x,0) 下 各 向 异性 圆 形 薄板 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


1 1 9 OA 1 i 


十 Rn 2 ] Cy 本 二) + Zk ] oT 
三 到 [上 


h 
-ki, 一 = 二 -== 
天 河沿 可 关上 旭 和 计 而 人 T 4 


&az 一 3 
i 


《9 一 1 
其 中 ki Aiz Ra 为 热传导 系数 
An = Aicos 8 十 AsinB 
kiz = (ki — k; )sinBcosB 
ks» = kisin’ B+ kscos’B 
式 T(r,0) 为 圆 域内 温度 分 布 也 数 ; g 是 热源 函数 ; 下 标 1 为 径 向 + 方向 ,下 标 2 代表 角度 
0 (0 之 9 三 2x) 方向 ;As 分 别 为 二 方向 主 热传导 系数 、 切 向 0 方向 主 传导 系数 ,8 为 最 大 
热传导 轴 方 向 与 径 向 -的 夹 角 。 
引入 以 下 参数 变换 


h 

3 nd. 

ks 有 所 和 
9? 二 - ,上 >， 一 一 sh 一 2 » == GE 三 (9 一 2) 

A a 人 
这 样 可 以 得 到 以 下 控制 偏 微分 方程 

汪 ”2T i , 
K,, 了 5 Ii 可 2 十 2K1,7 Dog zt Ke 90 x 文科 并 (9 一 3) 
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9.2 变形 复数 球 柱 多 项 式 、 变 形 球 Zo 方程 及 各 向 异性 圆 板 热 传导 解 


9.2.1 变形 2Z,, 方程 和 变形 复数 柱 多 项 式 
设 方程 (9-3) 有 解 
T= DD) hn)e (9-4) 


其 中 说 = 一 1 ;nn 为 整数 。 
当 n 二 0， 方 程 (9 -3) 简化 为 
d dT 


Ar ULV .2 二 = 
de de = 内 Ey 
式 (9-5) 是 0 阶 变形 球 贝 塞 尔 方程 ， 其 解 为 
T¥ 一 coio(z) 十 CRo(Cz) (9 = 6) 


其 中 必 ,di 为 待定 常数 .im(z) 是 0 阶 第 一 类 变形 球 贝 塞 尔 函 数 , k(x) 是 0 阶 第 二 类 变形 球 
贝 塞 尔 图 数 
z0( 元 ) 一 


sinh(zx) 
次 


A ed 


2 
对 于 n 关 0， 式 (9-4) 代 人 方程 (9-3) 可 得 
+2z Ee ee (9-7) 
方程 (9 -7) 是 一 个 新 方程 ， 方 程 的 特点 是 系数 都 是 zx 的 多 项 式 函 数 并 且 出 现 复 数 系 
数 。 对 于 各 向 同性 或 正 交 蜡 性 热传导 问题 , K， = 0， 方 程 (9-7) 退化 为 变形 球 贝 塞 尔 方程 
sd By 
nk 
当 Ks 关 0， 方程 (9 -7) 可 命名 为 变形 球 2Z;, 方程 ， 此 方程 为 一 个 典型 数学 物理 
方程 。 
设 
罗 = D7 (9 一 8) 
式 中 为 整数 , p 为 特征 根 。A,., 复数 常数 ， 这 与 变形 贝 塞 尔 函 数 不 同 。 
结合 式 (9-4) 和 (9-8) 可 得 


= 3 DA rrrem (9—9) 


n=—%m k=0 


式 中 n 关 0。 
式 (9 -9) 是 复数 函数 。9. 3 节 给 出 简略 证 明 ; 如 》\ 1A, zrvew 是 实数 函数 ， 屠 


n=—wm 人 一 0 
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么 可 以 推 得 当 n 关 0 


ba x 殉 
DD) > ee 2 a ip ew 


= 一 吕 大 二 0 1 市 天 让 
分 析 方 程 (9-7) 结构 和 式 (9-9) 级 数 结构 ， 可 得 
= 必 Ni 现下 1 rd {9 = 10) 


将 式 (9 -9) 代入 方程 (9 -3) ， 化 简 可 得 
er?{—Ao [Lp +m—i+2nR) pi Kon —iKyn)t {~—As[p’ + p(— 5i+2Kin)— 
6+ Kzn: — 5iKin) — Ano}r {AsnLp’ c+ p22Kin Tm tim—i) + Kun — 2m— 
4iKiwmm — dm —iKwsnj— A,so vx” 二}=0 
(9=11» 

其 中 A 关 0，, Az 下 标 2m 代表 2 和 mx 之 积 。 

设 方程 (9 一 11) 中 ?9m rt 前 系数 为 0， 可 得 
户 十 (一 i 十 2nKw)p 二 + Kwn: 一 iKisn= 二 0 (9-12) 

A 


A i 2 和 3 py ‘ EF Se 
— [pp(2Kin m4dim—i)+ Kn — 2mO— 4iKy mm — 4m: — iKisn) 
(9= 13) 
求解 方程 (9- 12) 特征 根 户 ， 记 为 站 一 dv 十 ii，。/ 王 1，2。 
A 一 Gi Tb 
(9 4) 
Ban = Gi 十 这 
ay = dz., =— nkK 1 
nc J 2 _ fe 2 
b= 0.5+A /T+ LK;,, — (Ki,)’] 全 二 二 


Gi 0 5 一 二 nLK,s — (Kis)’ | 
式 (9-9) 改写 为 
ey a 


(=\ x=—2m=0 


综合 推导 可 得 
Myint = As (万 入- ermew 


G9= 17) 
Alnacm-i) 和 A ni Ci 十 onan ld 
其 中 fn 三 0 
fin = mm 一 导 二 ni Ks —n: (Ki,,):] (9—-18) 
Ff Ldn TS 2°m[Lm + 说 十 7 天 2 —n (天 六 | (= 19) 


As 一 Ar 十 LA (9 一 20) 
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式 中 A wn sp 二 Pe -1 r， Aln.20n -1 ,i ye WE A 为 实数 。 
根据 式 (9-17) (9-18) 和 (9-19)， 可 得 


1 
0 
[= Pi Een | (9215 
A 1 Aiazn-bw 


0 
六 


由 此 ， 可 得 递 推 息 阵 
es le 0 | 6 
A 0 Yn A nos 

由 式 (9-16) ~ (9-22) 可 得 


和 (9-23) 


m=0 


人 
Tp 一 (sr 扯 iA,n.0, je™ Cop, (wy (9 er 24) 
A 
式 中 定义 了 变形 复数 球 柱 多 项 式 C(x) 


A Tm 
Cp 2) = i YY ta (9— 25) 


m=0 


Fa 1 
2 -VT +k —n: (Ki2)’) 


; 1 
Yi = 

2 xX 2(2— 证 +n: Ky 一 六 (Ki2)? )22 X1(1 TA/ tw Kz 一 叶 (Ki )2 ) 
Yag 3 1 


于 十 尼 Kas 一 虹 (Ko)2)…(] 一 /二 十 性 Ka 一 巡 (Kiz)2) 


= 十 ”Kos | nn (Ki> ED) 


于 十 丰 Kz 一 寻 (Ki)2) (1 十 


22277111077 十 


本 Ee 二 论 卫 和 六 一 各 一 Fe a CR) 


(9 — 26) 
此 外 ， 定 义 Y(Cz) 


YR = ND Yh tl = hy) (9 -27) 


万 一 0 
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由 式 (9-25) (9-27) 可 得 
CC = x YD (x) (9 —28) 

变形 球 Zi, 方程 (9 - 7) 的 解 为 
RE) A 


式 中 Al.,.。, Az. 为 复数 常数 。 
根据 线性 偏 微分 方程 可 释 加 性 原理 ， 可 得 方程 (9 - 3) 解析 解 。 


A 
二 


2 oo 人 
下 一 2 2 [CAj0 t+ iA 0060.1)e™ Gin (Xx) 二 oi (rz) do,k, (x) (9— 29) 


其 中 n 关 0。 

根据 复 变 函数 理论 ， 可 得 

Ten i Gin 
| (9 一 30) 

win 一 cos(allnz) 十 isin(Calylnaz) 

根据 式 (9-29) 和 (9-30) 可 得 

T= Toic (i) doks (xz) 
2 吕 
>3 BD [AiorY (xr)cos(nB + arslnr) Om AosY (xr)sin(n + a lnzr)] 


(一 1 =!1 
(9 — 3.) 
其 中 Ayors Ainoi(! 二 1,2;n 二 1,"…,%) ,co ,do 为 待定 实数 常数 , T 为 方程 (9-3) 特 解 。 


9.2.2 表面 与 环境 换 热 的 各 向 异性 圆 板 热 传导 解 


式 (9-31) 可 以 求解 与 外 界 换 热 圆 形 薄板 温度 场 问题 。 在 实际 计算 中 ,不 可 能 取 无 
穷 大 ， 取 ?最 多 取 到 N, Y"(z) 中 mm 最 多 取 到 M。 这 样 一 般 解 可 以 有 4N 十 2 个 未 知 数 
( 即 Ar， AsosCL 二 1,2;n 二 1,…,%),co,d。)。 对 于 环形 域 每 边 有 1 个 边界 条 件 ， 在 每 
个 边界 条 件 所 建立 的 方程 中 ， 将 非 傅立叶 级 数 的 部 分 展开 成 为 传 立 叶 级 数 ， 根 据 级 数 的 正 
交 性 可 得 到 4M 十 2 方程 ， 可 求 得 4M 十 2 个 未 知 数 。 

对 于 实心 圆 形 板 ， 根 据 中 心 处 温度 、 热 流 为 有 限 值 的 条 件 ， 可 将 待定 常数 削减 一 半 
(具体 忽略 在 式 (9-14) 和 (9-15) 对 应 于 /=1 的 解 项 ， 只 保留 对 应 于 /=2 的 解 项 )， 
再 根据 圆 形 板 外 边界 的 1 个 边界 条 件 建 立 2M 十 1 线性 代数 方程 ， 可 以 求解 2M 十 1 个 未 知 
数 。 这 样 ， 与 外 界 换 热 各 向 异性 圆 形 薄板 稳 态 温度 场 问题 得 解 。 

作为 作业 ， 求 解 各 向 同性 圆 形 板 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 问题 。 

各 向 同性 圆 形 板 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


a2T 9 > TIT 
5 人 
9 0 9 工 区 


)—x:T= rg* (9 — 32) 


由 式 (9-15) 可 得 
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Pi.n = i0.5 十 /于 十 双 ) 


(9-33) 
pz,n = i0.5 一 /于 十 吧 ) 
将 An = ks = k,kis 一 0 代办 惑 (9— 26) 可 得 
NT 一 一 1 
ey St Ee 
现时 一 /于 十 到 ) 
人 pr L 
22 x2(2— [+ x 1 一 /3 /二 二 
Ys 
22"772 1(77 一 /于 十 于 )(7M 一 1 一 全 十 72 ).。 一 /于 十 到 ) 
br 二 1] 
Yi = L 
2(1 十 \/ 于 十 到 ) 
了 za 二 2 
2: X 2(2 十 /于 十 本 ))2; x 1G + 十 72) 
b Se 
Zn 1 十 i 由 二 六 Yami 十 re 
这 样 可 得 各 向 同性 圆 形 板 表 面 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 解析 解 
T= cz) tadoko x) >) > [ArYwCz)ecosng 一 AwoiYwCz)sinag] 十 To 
t=!1 w=1 
(9 — 34) 
A 
9.2.3 ”多项式 函数 Y"(x) 和 变形 复数 球 柱 多 项 式 Cy (z) 关系 
设 n 二 0， 由 式 (9-26) 和 (9-27) 可 以 推 得 
2 #7(3) 
ey a Ty (x) 
Vr 
(9— 35) 
24T(1 十 广 ) 
YP (xz) = 一 (x) 


VX 
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其 中 I,(x) 为 变形 贝 塞 尔 函 数 


L(x) = : 
(7) 一 2 92mm TO Fm 1) 


中 二 人 


得 


根据 经 典 特殊 函数 理论 ， 可 得 
i(x) = , / 工 T (xz) (9 -36) 
pe 2 


其 中 i.(zx) 为 v 阶 变形 球 贝 塞 尔 函 数 。 


考虑 到 和 () 天 ,FT( 广 十 1) 二 根据 式 (9-35) 和 (9 一 36) 可 得 


i = ii(zx) 

(9 -37) 
Ye (x) = jl) 
考虑 圆 板 表面 与 外 界 换 热 的 各 向 同性 圆 形 板 热 传导 问题 , K;, 二 1.Ki; 一 0 ,这样 可 得 


变形 贝 塞 尔 函 数 与 Y (x) 关系 式 和 变形 球 贝 塞 尔 孔 数 与 Y, (zx) 关系 式 


天 VPR 一 /二 十 参 】 
4 
I /r(xr) 


上 
Vi V1 
(9 =.38) 
2VT™ Pl 十 /于 十 性 ) 
杂交 二 了 s(x) 
VT 


rr 
了 1 了 十 nn )1 站 ve) 

(9 一 39) 
Ys /二 2VT TOtA Tt), rr) 


考虑 圆 板 表面 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 圆 形 板 热传导 问题 ， 同 样 可 得 变形 贝 塞 尔 函 数 与 
Y, (x) 关系 式 和 变形 球 贝 塞 尔 清 数 与 Y (x) 关系 式 
2 mp i+ Ks — (Kis)*)) 


Y." (x) = I 他 作坊 
x ii 
2V TH Kat) 1 PC1 二 /二 十 中 (Ka = (Kw)) 
Yea = a 
(9 -40a) 


2 ， 
于 十 下 CK2 一 (Ka i 


I 2 T+ /Ke -Ris je es 所 


六 2 
T+ CK2z 一 (Ki2 ) 本 | 


YY (FE) 2 


Ye 
(9 一 40b) 


其 中 bs 2 0.5+a /i + Ke — (Ki,)’) 9 pb,., 3 0.5 一 /村 十 中 (Ka — (K,,)’) 6 
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总 的 来 说 ， 可 以 得 到 以 下 结论 : 多 项 式 函数 YO (x) ,! = 1,2 是 与 ， 阶 变形 球 贝 塞 尔 函 
数 iL(z) 关联 , Y(z) 是 一 常数 与 第 一 类 一 b,,, 阶 变形 球 贝 塞 尔 函 数 i , (x) 之 积 。 值 得 注 
意 的 是 ， 各 向 同性 热传导 问题 中 w, = 0 ， 这 样式 (9 - 34) 与 球 贝 塞 尔 函数 相应 解 是 一 至 
的 。 在 表面 换 热 的 各 向 异性 圆 薄板 热传导 稳 态 问 题 求解 中 , YP (z) 等 于 一 常数 与 第 一 类 


人 
— i 阶 变形 球 贝 塞 尔 函 数 7，， (x) 之 积 。 此 外 ， 由 于 zw 存在 ， Ca CX) 为 复数 函数 。 这 


样 物理 特性 〈 各 向 异性 和 各 向 同性 ) 就 和 数学 函数 一 变形 复数 球 柱 多 项 式 〈 CCz) 和 球 
贝 塞 尔 函 数 联系 起 来 。 


9.2.4 数值 实验 


研究 在 板 表 面 与 外 界 环境 换 热 曲线 型 各 向 异性 圆 形 薄 板 ， 材 料 热传导 系数 与 薄板 和 外 
界 热 交 换 系 数 为 k = 二 0.30kcal/(m 。h。，'C) ,kk, = 0.1llkcal/(m . h . °C),h, = 
0. 26kcal/(m2。h .CC), 其 他 计算 参数 为 工 = 二 0,h = 二 0.0lm ，R=1lm，q= 王 0， 圆 板 外 边界 
(x 一 lm) 温度 边界 条 件 为 (4sin9 十 3cos9 十 7)"C ， 圆 板 内 边界 (~ = 0. 1m) 温度 边界 条 件 
为 (2sin0 十 cosgO 十 5)C 。 

(1) 特征 根 分 布 

特征 根 pj,,， ps., 可 以 根据 式 (9- 14) 计算 ， 计 算 结 果 见 表 9- 1。 


表 9-1 pi, pzm(n 二 1,2,3) 随 8 变换 情况 


-一 
~ B a 

方 10 45 90 
pl. 1i1. 28528] —0.4634146 十 i1. 517471 12. 225478 
pz2.! 一 10. 2852812 一 0. 4634146 一 10.5174708 —il. 225478 
pi.s il. 810216 一 0.9268293 十 i2. 341463 13. 840523 
paz —i0. 8102163 一 0.9268293 一 i1. 341463 一 i2. 840523 
]1.3 i2. 384144 一 1. 390244 一 i2. 205036 15. 479503 
Pz2.3 —1]1. 384144 一 1. 390244 十 13. 205036 一 14. 479503 


其 他 计算 结果 可 以 表明 ， 对 于 各 向 异性 问题 ， 特 征 根 pi,,，p2,, 为 复数 根 。p1,,，p2. 的 
虚 部 交叉 正 值 、 负 值 ， 这 就 为 求解 实心 圆 形 板 热传导 问题 提供 了 基础 。 这 样 圆 心 温度 函数 
有 限 值 条 件 ， 可 以 消减 一 半 待 定 未 知 常数 (2N 十 1)。 

(2) Y2(z) 多项式 系数 分 布 


考虑 Y, (x) 多 项 式 ， 研 究 关键 是 多 项 式 系数 Ys,(l = 1,2) 。 选 取 各 向 异性 角 8 三 
0 和 8= 45" 两 种 情况 进行 计算 系数 Yaw (! = 1,2) ， 结 果 见 表 9-2、 表 9-3。 
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表 9-2 8 一 0 的 系数 Ya 


16 = 1) 2(! = 1) 1(! = 2) 


1 1. 164314 一 8.058894 王 一 001 1. 400340E 一 001 1. 082150E— 001 
2 1. 198131E 一 001 一 1.460402 下 一 001 6. 284552E 一 003 4. 086401E 一 003 
3 4. 508214E—003 —7.202116E—003 1. 383550E— 004 7. 900612E—005 
4 8. 764791E 一 005 一 1.673489E 一 004 1. 807039E 一 006 9. 298835E 一 007 
5 1. 039784 开 一 006 一 2 267733E—006 1.561755E 一 008 7. 368079 王 一 009 
6 8. 308083E—009 一 2.014781E 一 008 9. 590338E—011 4. 199647E—011 
1 4.774428E 一 011 一 1.264661E 一 010 4. 399482E—013 1. 804856E 一 013 
8 2. 068007E 一 013 一 5. 907612E 一 013 1. 564934E—015 6.058048E 一 016 
9 6. 992891E 一 016 一 2. 134005 下 一 015 4. 442425E 一 018 1.632159E—018 
10 1. 897207E 一 018 一 6. 139407 王 一 018 1. 0297.43E— 020 3. 607709E 一 021 


表 9-3 B= 45* 的 系数 Yo 


1(!= 1) 2(! = 1) 1(! = 2) 2(! = 2) 
mm 
1 一 14.309571 =2 971015SE—001 1. 239175E— 00] 8.798283E 一 002 
2 一 1.820502 一 2.342531E 一 001 5. 133336 王 一 003 2. 862933 王 一 003 
8 =7652271E=002 —1.684978E—002 1.064794E— 004 4. 927803E 一 005 
4 一 1.603562E 一 003 一 4.878821E 一 004 1. 326358E 一 006 5. 27244 1 下 一 007 
5 一 2.013246 下 一 005 一 7.723230E 一 006 1. 102090E 一 008 3. 853299E 一 009 
6 一 1.683587E 一 007 一 7. 738329E 一 008 6. 543725E=—=011 2. 047502E 一 011 
7 一 1.005062E 一 009 一 5. 357506E 一 010 2. 914940E 一 013 8. 270698E 一 014 
8 一 4.498110E 一 012 =2 718537E=012 1.010171E 一 015 2. 626228E 一 016 
9 —1.565262E—014 一 1.054893E 一 014 2. 8011379E 一 018 6. 728869E 一 019 
10 —#..356406E—017 —8: 232482E—017 6.356124E—021 1. 420616E—021 


从 表 9-2、 表 9 -3 可 以 发 现 , Y.,.» 衰减 得 很 快 。 

(3) 收敛 性 验证 计算 

选 B= 二 45” 和 Bb 二 0" 的 各 向 异性 圆 环 薄 板 进 行 计算 检验 式 (9 -31) 级 数 解 收敛 性 ， 计 
算 参 数 与 上 节 相 同 。 首 先 ， 通 过 增加 M 研究 圆 板 内 工 (0.5,0)(CYC ) 变化 情况 。 计 算 结 果 在 
表 9-4、9-5。 


表 9-4 8=45 的 各 向 异性 圆 板 内 T(0.5,0)(Y ) 收敛 性 验证 计算 


24 30 50 60 


0. 009183 


0.010581 0. 009183 


0. 009183 0. 009183 


T(0.5,0) 
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表 9-5 8= 0° 的 各 向 异性 圆 板 内 T(0.5,0)('C) 收敛 性 验证 计算 


16 18 20 50 60 


T(0. 5:0) 0.03580 


表 9-4 和 表 9-5 表 明 (9-31) 解 随 着 M 增加 收敛 稳定 。 

(4) 圆 环 板 各 向 异性 温度 场 分 布 情况 

本 节选 取 3 个 各 向 异性 角 (8 二 0",B 王 45” ,8=90 ) 的 各 向 异性 圆 环 板 进行 计算 板 
内 温度 。M = 60 ， 其 他 计算 参数 同上 节 , 0 单位 为 (") ,r 单位 为 m。 计 算 结 果 见 表 9 -6 一 
表 -8&。 


0. 03370 0. 03366 0. 03366 0. 03366 


表 9-6 B= 二 0" 的 各 向 异性 圆 板 温 度 场 T(r,0) (C) 


45 


0.1 6. 0000 7. 1210 7.0000 4. 2930 
0;2 0.7993 0. 9430 0:9273 0.5805 
0;3 0. 1455 0.1713 0. 1682 0. 1060 
0.5 0.0337 0. 0400 QO373 0.0219 
0.7 0. 2749 0. 3283 0. 3023 .1108 0. 1735 
0.8 0. 8972 1.0720 0. 9867 .3603 0..5655 
0.+ 2. 9770 3. 5570 3. 2740 1. 1930 1. 8750 


,9500 11. 0000 4. 0000 


180 


0.1 6. 0000 7.1210 7. 0000 4. 0000 3. 0000 4. 2930 
0. 2 0038 0. 6755 0,7150 0.4789 0. 3021 0. 3835 
0.3 0. 0682 0.0879 0.0967 0.0703 0.0419 0.0492 
O05 0. 0092 0.0102 0. 0092 0. 0040 0, 0040 0. 0066 
项 学 0. 1271 0. 1436 0. 1252 0. 0412 .0432 0.0856 
0.8 0.5364 0.6186 0. 5504 0. 1875 .1735 0..3521 
0.9 2. 3010 2.7040 . 4490 0.8627 P47 1.4770 
1.0 . 0000 11. 9500 11. 0000 4. 0000 3, 0000 6. 2930 


根据 以 上 计算 结果 ， 可 以 得 到 以 下 结论 : 

本 市 所 得 解析 解 收敛 性 好 ， 很 好 地 满足 定 解 条 件 (边界 条 件 )。 各 向 异性 显著 地 影响 
了 圆 形 板 温 度 场 分 布 。 各 向 异性 角 变 化 时 ， 圆 板 温度 场 就 显著 地 变化 ， 这 样 也 提示 可 以 设 
计 各 向 异性 角 获 取 有 益 的 结构 形式 。 
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9.3 变形 复数 球 柱 函 数 实数 化 分 析 


人 
定义 : 变形 复数 球 柱 函 数 Ci, (zx,0) 
A A 
Ci (xX,0) = e™ Ci, (x) 
根据 式 (9-14) 和 (9-15) ， 可 得 


Pui = flr Di (9°—.4L) 
baa = wit Wa (9 — 42) 
pin =— a tT bi (9 =43) 
pz =— a tt bs,s (9 = 44》 


A 
关于 pi 一 as 十 io 的 ew” Cn (zx) 函数 解 项 为 


2 _ 7 A x 
Ti= 2 2D) Awan tne 一 DH) Armoe® Ci (7) = 2) Arnoer rn YN (zr) 
n=—@m m=0 0 ,i 
a 
= OY Cr) [Aorcos (nd talnz) — Aosin(m + arslnr) j++ 
n=1] 


D4. (xz)[A,oicos (0 tt alnr) Avsin(n0 + a.,lnr) j++ 
1 一 1 


-I 
2 YP (z)LAorcos(9 十 alnzr) — Aosin(ng 十 alnzr)] 十 


HH 二 一 wD 


| 
i > Y? (Cz)LA cos(0 十 alnz) 十 Arsin(20 十 avlnz)] 


《9 一 45) 
其 中 Ajnim Pe 2 十 二 o 
因此 ， 可 得 
Te SY (x)[A,.o0cos(n0 十 alnz) 一 Assin(09 十 lnz)] 十 
n= ] 
LS (Zr)LA ouicos(CO 十 alnz) 十 Aovsin(ag 十 avlnz)] 十 
S, (9 -46) 
> (Zr)[A ,ocos(nm alnr) dt A ,osin(ng 十 avlnzr)] 十 
n=1 
I (rz)LA 0cos (nt a lnr) Om— A ,osin(nd 十 alnzr)] 
n=] 
根据 式 (9-41) ~ (9-44) 可 得 
Yi (x) = YE () (9 一 47) 


全 部 解 写 为 
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T= 于" 
其 中 工 ” 为 方程 (9-3) 当 n 二 0 的 解 。 
根据 式 (9 -46)， 由 Im(T,) = 0 可 得 


A. mith = on 
Ai. no. = Alnor 

(9 一 48) 
人 0 ss A,., 0 


A,. ntar = or 
将 式 (9-48) 代入 式 (9-46) 可 得 


全 二" 交 本 YY (Z)[LAovcos(O 十 aylnz) 一 Aoisin(20 十 alnz)] 十 厂 7 
9.4 变形 复数 球 柱 多 项 式 特 性 分 析 


9.4. 1 变形 复数 球 柱 多 项 式 C(x) 与 变形 球 贝 塞 尔 函 数 、 变 形 复数 柱 多 项 式 的 关系 
在 式 (9-26) 中 ,， 取 


到 1 2 
下 < 1 站 nT 
2 和 22 人 
(9 一 49) 
0 Ew /= 
Cyt T/T ( Kzz: — ty) 本 
利用 PCz) 的 递 推 特性 ， 式 (9 -27) 中 一 般 项 系数 变 为 
Ye 2 ! he 
2 tT /E+ Ka — Ki)’) + mt 1) 
(9=50) 
Yi 2 
2 tPF + Ks — Kia)’) 十 可 十 了 ™ 
根据 式 (9-27) 和 “(9 一 50) 可 得 
人 = | 
C9—51) 
[YY (x) = i (re) 
根据 式 (9-28) 和 (9-51) 可 得 
和 
Cip,, (x) = Zi h(x) (9—52) 


式 (9- 52) 建立 了 变形 复数 球 柱 多 项 式 Cy，(z) 和 第 一 类 变形 球 贝 塞 尔 多 项 式 
i (z) 关系 。 C(x) 也 可 称 为 第 一 类 变形 复数 球 柱 多 项 式 。 对 于 各 向 同性 热传导 、 正 交 
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异性 热传导 问题 ， Ki 二 0， dn 0 


人 
Ci 一 (9 = 53) 


即 在 各 向 同性 热传导 、 正 交 蜡 性 热传导 问题 中 ， 变 形 复数 球 柱 多 项 式 和 变形 球 贝 塞 尔 
多 项 式 一 致 的。 
根据 式 (7-15) (9-36) 和 (9-53) 可 得 


A A i 
Cip,, (Cw) 于 Zip dt (x (9—54) 


: 
式 (9-54) 建立 了 变形 复数 球 柱 多 项 式 C;, (x) 和 变形 复数 柱 多 项 式 Z，，.: (7x) 关 


系 ， 显 然 ， 变 形 复数 球 柱 多 项 式 C。 (z) 和 变形 复数 柱 多 项 式 和， ，(z) 之 间 关系 .与 变 
形 球 贝 塞 尔 函数 与 变形 贝 塞 尔 函 数 之 间 关 系 类 似 ， 后 者 是 前 者 的 特例 。 无 论 是 各 向 同性 热 
传导 、 正 交 蜡 性 热传导 问题 ， 还 是 各 向 异性 热传导 问题 ， 式 (9 - 54) 都 是 存在 的 . 

根据 复 变 函 数理 论 ， 可 得 


ilnr 


Xn = € = cos(a.slnz) + isin(a., lnz) 


ia, , lnr 


un) % = cos(ai;, lnr) — isii(a lnr) = ea = EM 


其 中 (x*w)” 为 xz" 的 共 恩 函数 。 而 且 有 


和 
Cis 
人 


Co (x)e™ 一 (rx)Lcos(n0 tt alnr) tisin(ng tarslnz)] 
应 用 式 (9-51)， 可 以 将 式 (9 - 31) 进行 改写 为 


(zr)e” ss Zen ei (zx) = i (zx) 


1 


T= Tob Cz) t+ dk lr) +2 Dis CLAiorcos CW taalnr) 一 Awossin(8 十 avlnz)] 


l=!1 n=1 


9.4.2 ”CC，(x) 多 项 式 的 微分 公式 、 递 推 关系 式 和 有 关 积分 公式 研究 

如 同 不 同 阶 的 变形 球 贝 塞 尔 函 数 ， 不 同 阶 的 变形 复数 球 柱 多 项 式 之 间 也 存在 关联 的 微 
分 公式 、 递 推 公式 和 有 关 积 分 公式 。 

(1) CG (x) 多 项 式 的 微分 公式 

Cu (x) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


d A | 人 二 
Jz x) Ci = EY 人 pi (9 一 55) 

d 网 和 
Tt" Ci (zx))] =— Ci (x) (9—56) 

d k A 人 
i 上 (9 57 
Xz 
A A 

d GCR) 1 全 RCI) (9 58) 


人 [ re ] EE ( Tt 


第 9 章 表面 与 环境 换 热 的 各 向 异性 圆 薄板 稳 态 热传导 方程 一 一 
变形 复数 球 柱 多 项 式 与 变形 复数 球 柱 函 数 


证 明 : 
由 式 (7 -53) 可 得 
d ip\* a fe ipN\* A 
jzLT ) Zatz)] = (z*)" Zip-i (x) 
将 式 (9 一 54) 代 人 上 式 ， 可 得 
人 人 
LC) Gata) ] = Cue yy” Ort) 
式 (9-55) 得 证 。 
由 式 (7 -34) 可 得 


和 人 
元 [zx Hs ap, (x) | = Wa Zip, ,+1 (7) 


将 式 (9-54) 代入 上 式 ， 可 得 
| A 人 
gz Coatx)] =— x Caippr (XY 


式 (9-56) 得 证 。 
由 式 (7 -55) 可 得 


A 和 A 
(sg Lr Zeta = (eB ZC 
将 式 (9-54) 代入 上 式 ， 可 得 . 


A | A 
人 eany C La] = try a 


式 (898-57) 得 证 。 
由 式 (7 -56) 可 得 


和 和 
(_d_)[ 纪 人 z)] 了 2 
还 


ip 
将 式 (9-54) 代入 上 式 ， 可 得 


Ctn] - C= yh Co ty 


Xr? +k 


cy 


Xxdr 
式 (9-58) 得 证 。 
A 
(2) Cj, (x) 多 项 式 北 推 关系 式 


dC, (zx) 


A 
Ee 在 (i 访 二 1》* By = la 


| A A 
LC, Cz)] —ipCi,(7x) = xrCipn lr) 


人 A i 1 


Cy 10) — Cpnn Cm) = 


hl Le, Cr) 下 1(X) + Cz) = 二 2 ELC, (2)] 


证 明 : 


“ 175 闻 


(9 一 59) 


(9— 60) 


(9-61) 


(9 一 62) 
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由 式 (7 -57) 可 得 


AE Vp) Br = 
将 式 (9-54) 代入 上 式 ， 可 得 
dCy x) 


本 二 尺 访 十 1]》 CC = TCipt(r) 


式 (9-59) 得 证 。 
由 式 (7 -58) 可 得 
dh i ， 

Fz 7) ipZu lx) = XZ (7) 
将 式 (9-54) 代入 上 式 ， 可 得 

工 王 [Co 7) ipC mt) 一 去 蕊 入 元) 
式 (9-60) 得 证 。 
由 式 (7 -59) 可 得 

A 2p 


A 
pa TY = 一 下 2 (过 


将 式 (9 -54) 代入 上 式 ， 并 考虑 到 p= 二 a 十 .ip==ia 一 b. (ip) 十 ip 三 一 20 ， 可 


人 A . a ” 
CCz) — Cy (rx) = 1p (1p) ti 
7 


p(T) 


式 (9-61) 得 证 。 
由 式 (7 -60) 可 得 
Zz) + 人 = 2 [2 Cw] 
将 起 (9=54) 傅 大 上 武 ， 海 讶 到 万 三 二 十 通 , 甫 二 各 二 5 入 二 站 六 二 2ia 。 可 得 
2 tle, fy 2 LC, (x)] 
式 (9 -62) 得 证 。 
根据 式 (9-61)， 如 果 已 知 ,1x) ,C(x) 即 可 计算 出 C1(x) 。 根 据 式 (9 -60). 


如 果 已 知 Cn Cx) ;C(x) 即 可 计算 出 导数 世 [人 ey] 。 


式 (9-59) ~ (9-62) a 的 递 推 公 于 


可 以 容易 证 明 变 形 球 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 和 递 推 么 \ 式 是 变形 复数 球 柱 函 数 C， 
微分 公式 和 递 推 公式 的 特殊 情况 。 


(3) 有 关 区 (zx) 的 积分 公式 
有 关上 (Cz) 多 项 式 不 定 积分 公式 
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变形 复数 球 柱 多 项 式 与 变形 复数 球 柱 函 数 .177 ， 
7 A i A 
| iy Ci (xz)dr = (ro)" Conl(zx)te (9 — 63) 
人 人 
| eH dr =— zipri Co (元 ) 十 < (9 一 64) 


人 A 
| zCw Cr) 一 (ip 十 1)” C(x) 


过 


人 
dr = Ci, (x)+e (9—65) 


A A 
国人 人 
| ipCy (2) tx Con(r) Cpt (7) 5 = C, (Cz) 十 < (9 一 66) 


从 - . 一 】 A A 和 人 人 
| 二 [中 CD a 
证 明 : 


A 


由 式 (9-55), 令 (9-55) 右 式 x 的 徊 次 ip 一 ip 十 1 , C;, 1(x) 中 的 ip 一 1 一 ip， 然 
后 对 所 得 公式 两 边 进行 积分 ， 可 得 式 (9-63); 由 式 (9-56), 今 (9-56) 右 式 x 的 窜 次 


A 


一 了 p 一 一 ip 十 1 ,Con(x) 中 ip 十 1 一 ip ， 然 后 对 所 得 公式 两 边 进行 积分 ， 可 得 式 (9 - 
64) 。 


类 似 地 ， 可 由 式 (9 -59) 积分 可 得 式 (9-65)。 由 式 (9 -60) 积分 可 得 式 (9 -66) 。 
由 式 (9-62) 积分 可 得 式 (9-67) 。 


A 
有 关 C(x) 多 项 式 定 积分 公式 


' A A 
| (zirta) ”CCzjdz 一 (th)， Cyn (i) (9-68) 


人 
Ef A 
| Co CO 一 一 fit! (Oe | (9—69) 


x ] 


人 人 
| Cp-iw)— (二 1)” Cowlr) 


0 喧 


A 
dx = C;, (1) — C, (0) (9 —70) 


. A A 
| ipCtm) xGolt x) 
py 


0 


A A 
dr = C;, (1) = C,, (0) (9-71) 


1 1 . ss 人 A 人 人 人 
| 于 [人 Co(z) 十 Co itzJ 十 CarCz]dz 一 Ci 一 已 (0 (9-72) 


9.5 第 二 类 变形 复数 球 柱 多 项 式 定 义 及 其 微分 公式 、 递 推 公式 


对 于 各 向 异性 问题 ， 有 些 情 况 下 需要 定义 第 二 类 变形 复数 球 柱 函 数 &; (z) 


ks(£) = Km) (9 —73) 


其 中 Ki4(x) 为 (ip 十 喜 ) 阶 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 ， 具 体 见 式 (7 - 61) 。 
变形 球 Z 方程 (9 - 7) 的 解 为 


。 178 ® 
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A 
yd), -3 A noks Cx) 十 于 ,i0 Cip,,, Cx) 


式 中 Aliinw 、 Azio 为 复数 常数 。 


显然 ,第 二 类 变形 球 贝 塞 尔 函 数 是 第 二 类 变形 复数 球 柱 多 项 式 的 特殊 情况 。 


类 似 地 ， 由 于 k(x) 为 复数 函数 , e” 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 Ar (rx) 和 e” 是 互 
相 耦 合 ， 由 此 给 出 新 的 复数 函数 一 第 二 类 变形 复数 球 柱 函 数 k,, (x .0) 

天 站 二) = ki (x) 

如 同 不 同 阶 的 第 二 类 变形 复数 柱 多 项 式 之 间 有 一 定 联系 ， 不同 阶 的 第 二 类 变形 复数 球 
柱 多 项 式 也 存在 这 种 联系 的 微分 公式 和 递 推 公 式 。 

(1) kj, (Xx) 多 项 式 的 微分 公式 

Ap (XT) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


证 明 : 


二 [Cao ) kis (x)] =— Cx!) (并 ) 


Lek | = 


k 
(94) L(x) st) 一 (xetly: rt C= 1)°k, 二 二] 


大 
tds [生计 ) 


-了 二 
Tdz 了] ] ) 


k ip+k (xX) 
TH 


由 式 〈7-64) 可 得 


Lx") “ Ki (x) | =— (x*): K;,, 1 CR) 


将 式 (9-73) 代 人 上 式 ， 可 得 


LC) h(x)] 一 一 (ro kya Cz) 


式 (9-74) 得 证 。 
由 式 (7-65) 可 得 


Lek, (C(x) |] 二 一 x Kn (Xx) 


将 式 (9-73) 代入 上 式 ， 可 得 


[rk px) =— wr hs) 


式 (9-75) 得 证 。 
由 式 〈7 -66) 可 得 


k 
(5 [DG K;, (x)] = (— 1 (xz) x Ki i 


将 式 (9 -73) 代入 上 式 ， 可 得 


大 
(4) [二 CWB" (二 


(9= 42 


(9.= 75) 


£9'= 76) 


(9— 7) 
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式 (9-76) 得 证 。 
由 式 (7 一 67) 可 得 
d =-Kp(x) sR te) 
(i ) [ rx? ] ( 1 ) ip 


将 式 (9-73) 代入 上 式 ， 可 得 


2 kkivte (x) 
(4-) 开 j= = 13 i 
式 (9 -77) 得 证 。 
(2) ks (Xx) 多 项 式 递 推 关 系 式 
r gs (9 -78) 
. [ky (x)]+ Cp 29" Bh, Cy a (9 -79) 
Ne E,W 人 1 (9 - 80) 
ek eh yy ,Ce A (9-81) 
x dr 
证 明 : 
由 式 (7 一 68) 可 得 
_ py Kt wg oe 
这 dx 


将 式 (9-73) 代 和 人 上 式 ， 可 得 


an 十 (ip 十 1)” kis (x) =— xk;,_1 (x) 
式 (9 -78) 得 证 。 
由 式 (7 -69) 可 得 


dK,, (x) 


Kr() 
葡 dx 


(1p) — Ki = 
将 式 (9-73) 代入 上 式 ， 可 得 
六 [ks Cz)]+ (Ip 二 1)" k(x) =— .zko-1(X) 


式 (9-79) 得 证 。 
由 式 (7 -70) 可 得 


20 


Kl) = Ky (Ey = Kr (7) 


将 式 (9 -73) 代入 上 式 ， 并 考虑 到 p= 二 a 十 记 ,ip = 二 ia 一 b, (ip)" 十 ip = 一 26， 可 


I EHP Te, (7) 


式 (9 -80) 得 证 。 
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由 式 (7 -71) 可 得 


Ki (x) 一 [KK (x) Ki(x)] 2 a 


dx 

将 式 (9-73) 代入 上 式 ， 考 虑 到 p= 二 a 十 ,ip 二 ia 一 b， J 二 2ia ， 可 得 

由 CD) — katz) — kon(z) 一 2 二 二 [is ai 

式 (9-81) 得 证 。 

根据 式 (9- 78)， 如 果 已 知 1(x) ,k(x) 即 可 计算 出 导数 [ki (2)] 。 根 据 式 
(9 -80)， 如 果 已 知 , 1《x) ,ki (zx) 即 可 计算 出 AprCz) 。 可 以 容易 证 明 第 二 类 变形 球 由 
塞 尔 函 数 的 微分 公式 和 递 推 公式 是 第 二 类 变形 复数 球 柱 函 数 和 (z) 微分 公式 和 递 推 公式 的 
特殊 情况 。 

(3) 有 关 &, (x) 的 积分 公式 

有 关 ki, (x) 多 项 式 不 定 积分 公式 


| (zx) ki x) dr =— (rm) ky (x) (9 -82) 
| dr =— x ik, (7) te (9 — 83) 


| = i GR CID 1 kr CY 


这 


dx = ky (zx) e (9— 84) 


|= Cp 1 (Cr) — wis Cr 


x 


dx = k(x)+e 《9 一 85) 


| 去 2 1 p(T) ktr) — Rhonar) ldr = k(x) te (9 一 86) 
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第 9 章 研 究 了 表面 换 热 的 薄 圆 板 稳 态 热传导 问题 ， 给 出 了 变形 复数 球 柱 函 数 。 本 章 就 
圆 板 非 稳 态 热传导 问题 进行 研究 ， 提 出 了 复数 球 柱 函 数 ， 并 采用 复数 球 柱 函 数 求解 极 坐标 
下 的 各 向 异性 圆 薄板 非 稳 态 热传导 偏 微分 方程 。 在 第 一 类 边界 条 件 下 ， 给 出 相应 公式 后 ， 
求解 复数 球 柱 多 项 式 C(x) =0 ， 可 以 确定 特征 值 必 ,，。 根 据 可 叠加 性 原理 ， 将 特征 函 
数 C(x)e” 蚕 加 起 来 形成 一 般 解析 解 ， 将 一 般 解析 解 代入 初始 条 件 ， 根 据 球 柱 函数 
C, (zx)e” 关于 权 函 数 王 在 圆 域内 正 交 特 性 确定 待定 常数 。 本 章 给 出 数值 计算 结果 ， 验 证 


了 所 得 解 的 收 全 性 和 稳定 性 。 研 究 表明 复数 球 柱 多 项 式 Cn (re) 函数 与 第 一 类 球 贝 守 


尔 函 数 相关 联 。 本 鞋 对 复数 球 柱 函 数 特 性 进行 了 研究 ， 给 出 了 微分 公式 、 递 推 公 式 和 有 关 
积分 公式 ， 并 定义 了 第 二 类 复数 球 柱 函 数 并 给 出 有 关公 式 。 


10.1 各 向 异性 二 维 圆 薄板 非 稳 态 热传导 偏 微分 方程 


考虑 圆 形 薄 板 ， 圆 板 半 径 为 尺 ， 厚 度 为 六 ， 由 于 薄板 厚度 远 小 于 半径 ， 并 与 外 径 换 热 ， 
可 以 简化 温度 场 分 布 与 无关， 仅 在 圆 板 边 界 与 外 界 进 行 热 交 换 。 为 简化 ， 假 设 圆 板 面 与 
外 界 没有 热 交 换 。 极 坐标 (r,9) 下 各 向 异性 圆 形 薄板 非 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


T 六 2 jg 1 392T 0 
te ym gr gr ha adr Mn dg t= He 
C101) 
式 中 T(r.0,4) 为 圆 域内 温度 分 布 函 数 ，q 是 热源 函数 。A 、k1s 、kzs 为 热传导 系数 。 


Ai = kicos’B+ kssin’pB 
Aia = (ki — k,)sinBcosB 
kzs = kisin B+ kscos’B 
其 中 ,ks 分 别 为 方向 主 热传导 系数 ， 切 向 0 方向 主 传导 系数 ; ki ,kis ,kzs 中 的 下 标 1 为 
径 向 r 方 向 ， 下 标 2 代表 角度 9(0 达 9 志 2r )。B 为 最 大 热传导 轴 方 向 与 径 向 r 的 夹 角 , p 为 
密度 ,C, 为 材料 比 热 。 
实心 圆 板 第 一 类 边界 条 件 为 
rr 二 RR,T(r,0,1) 二 0;r 二 0,T(0,0,1) 有 限 
初始 条 件 
T(r,0,0) = g(r,0) (10= 的 
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设 方程 (10-1) 有 如 下 形式 解 
T(r,0.1) = u(r,O TH) (10 -3) 
设 研究 区 域 没 有 热源 ，g 二 0。 如 研究 区 域 有 热源 gq， 可 以 求 得 方程 (10 -1) 特 解 ， 并 
将 特 解 代入 后 面 求 得 一 般 解 析 解 中 一 并 处 理 。 
将 式 (10 -3) 代入 方程 (10 -1) 并 分 离 变 量 可 得 


aTl 1 92ux 9 » Ou 1 92 | 
22 一 Ai 一 证 可 2k1, 一 Ra 一 一 一 
EE _ lh» rr 9 kn Ar 下 户 人 90] 
afl" u 
C10 =:4) 
y 
式 中 4 为 分 离 常 数 ; a 为 热 扩 散 系 数 ,a 二 ZX 
p 
今 Ri 和 i 7 日 
Ki = | Kisz = 有 "Ks = ;八大 式 (10= 4)， 推导 可 得 
11 
】 志 过 1 六 ] 半 坟 3 1 ou ee 
Kz 瑚 IF 1 可 本 Fr oart Ks 7 a 
(10 ~—5) 
FL ap = 0 
at 
引入 以 下 参数 变换 
z=rA (10—6) 
将 式 (10 -6) 代入 式 (10 -5) 可 得 
5 二 on = (10-7) 
02a 9 29u 9 3u Ou aa 四 
Ks a pi 可 7 2K Haarct Ke 林 5 7 & 一 0 (10 8) 
根据 式 (10 -7)， 可 得 
TO = ee (10—9) 
实心 圆 板 第 一 类 边界 条 件 写 为 
I 二 RA,u(r,0) = 0;x = 二 0,u(x,0) 有 限 (10—10) 


10.2 复数 球 柱 多 项 式 、 球 Zis 方程 及 各 向 异性 圆 板 非 稳 态 热传导 解 


10.2.1 球 Z， 方程 和 复数 球 柱 多 项 式 
方程 (10 -8) 解 假 设 为 
& 一 Dne (10= 11) 


其 中 说 = 一 1 ;7 为 整数 。 
7 一 0， 方 程 (10 - 8) 简化 为 
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Er +r 0 (10 — 12) 

式 (10-12) 为 0 阶 球 贝 塞 尔 方程 ， 可 以 得 到 下 面 解 
u(x) = cojo (xX) 二 do yo lr) (10=13) 


其 中 co ,do 为 实数 待定 常数 , j, (x) 为 第 一 类 0 阶 球 贝 塞 尔 函 数 ，y (zx) 为 第 二 类 0 阶 
球 贝 塞 尔 函 数 


Ee Sin( 工 ) 


Pe COS( 工 ) 


当 元 和 关 0， 式 (10-11)》 代 入 方程 (10-8)》 可 得 


df, 
dr 


方程 (10 - 14) 是 一 个 新 方程 ， 方 程 的 特点 是 系数 都 是 z 的 多 项 式 函 数 并 且 出 现 复数 
系数 。 对 于 各 向 同性 或 正 交 蜡 性 热传导 问题 , Ki, 二 0， 方程 (10 -14) 退化 为 球 贝 塞 尔 方 


十 27 (1 Kivin) fx — Kn iKin) = 0 (10—14) 
ke 


程 2 有 +2z 人 十 f (2 一) ) = 二 0; 当 Ki 关 0, 方程 (10 - 14) 可 称 为 球 Z, 方程 。 
设 
fx) = DA tip (10—15) 


其 中 为 整数 , p 为 特征 根 ; Au 为 复数 常 数 ， 
结合 式 (10 -11) 和 (10-15) 可 以 推 得 


w= > DA (10-16) 
1 一 一 力 大 = 0 
其 中 nn 关 0。 
分 析 方 程 (10 -8) 和 式 (10-16) 可 得 
k= 2m,m = 0,1,2,.,0%0 


2 2 4,r“ we” 为 复数 函数 。 根 据 数学 物理 实数 化 原理 ， 本 章 10.6 节 给 出 简略 证 


1 一 一 o k=0 


明 ， 当天 0， 如 2) Arevev 为 实数 函数 ， 那么 


—w_m k=0 


py rtipe 0 = 2 VA,rte in 


将 式 (0 -16) 代入 方程 (10 - 8) 化 简 可 得 
—AoLp’ + (i+2nK) pt Kan —iKinjzr? 

As[ 一 大 十 旋 ( 一 2K272 十 5iD 十 6 十 5iKio7 一 开 o272] 十 Ao)zit2 二 … 十 
{—AsznLp’ Tp (dim—it+2Kin) — (2mtiKin dm 4iKisnm — Kn’)]+ 
A vem ty Prem Ess 一 


(10=17) 
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其 中 A,. 一 0 ， A, .2m 下 标 2m 代表 2 和 m 之 积 pa 
投 方 程 (C10 二 17)》 中 sy SL 0 可 得 


二 (i 2aKi)p Kyn’ — iKiwn = (10—18) 
A We Ai.zn 1) 
3 二 pp(—4im—i+2Kin)— (2m iKint dm’ + 4iKizrn — Ky ) 
(10—19) 


求解 方程 (10 - 18) 可 得 特征 根 ， 记 为 
记 = ais tt Wh., (10 = 20) 
其 中 


ai =— nkK 1 


2 = 0. 5+ /+ nLKzs — (Kis)’] 


A (10=21) 
az， =— nK 


bs = 0.5— /i+ Ks CE a | 


根据 式 (10-21) 可 知 ， 当 nn 之 0 时 , b1,, 0,b,, 过 0， 这 样 对 应 bh,, 相关 项 可 以 消 
除 ， 这 在 后 面 求解 实心 区 域 问 题 将 得 到 应 用 。 
式 (10 -16) 可 改写 为 


a pr Bhi tn ee (10 -22) 


根据 式 (10 - 19) 和 式 (10 -20) 可 得 
i ae I ps (fin 十 fii t) (10.—23) 


其 中 fa soin (m= ls B Sw) 为 实数 函数 。 根 据 式 (10 -19) (10=-20) (10 -= 
21) 和 (10 -22) 可 得 
的 (1D=242 
根据 式 (10 -21)， 对 应 pi,, 的 4.1.2 为 


站 =— mlm = /= +n KC—n: (Ki,)’] 《10'=25) 


同样 ， 对 应 pz 的 着 为 


而 二 而 生 一 2 二、 全 +mw Kz — nn (Kis)’] (10 -= 26) 


待定 复数 常数 Azw 写 为 
Ajinizm = Ain2mr tt lA.am. (C10Q=27> 


其 中 入 am 2 为 实数 
根据 式 (10 -19) (10-20) (10-25) 和 (10-26)， 可 得 递 推 矩阵 


1 
0 
pi VR iii i aem Dr 
车 (40 28 
A 1 ja 1 


0 
fasion 
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因此 ， 可 得 Aaronani 和 AnnoryAcwos 之 间 的 递 推 关系 式 


na [NN 0 Alinor 
ee ei 
| 0 Co A ni 
式 中 C1.,.z 为 实数 。 
由 此 可 得 
wi = OD) Ayn = A nee Cp, CL) (10 — 30) 
Un = (Ainor tt iA.o.; je Cw) 10 31) 
其 中 定义 了 复数 球 柱 多 项 式 C(x) 
Co (x) = zw DY Chanz2 nm (10 -32) 
m=0 


Crisnr = 1 
Cs ! 
Zl 一 十 二 nn: Kz 一 和 (Ki12):) 
Clint = ] 1 
开关 '22 一 V 荆 + Kz —n (Kiz)2)22 XxX1(1— a +n Kzzs —n: (Ki2):) 
CC (一 Ty% 
二 十 72 开 2 = (Ks )2 )…(1 = 从 二 二 n? Ks = (Ks)°) 
Cw =1 
C2.n.2 = l 
22(1 十 Vt + KC— rn (Ki )) 
Cai ! 
二 +mr RK —n (Ks)’) 
CG ex (一 TD)w 
224n1(m 十 逆 十 民 Kw 一 局 (Ki2)2)(m 一 1 十 + Ky 一 7 (Ka25…01 十 A/ 于 十 下 Kas 一 地 (Kiz)2) 
(10 = 33) 


对 于 p 二 4 十 WW ， 变 形 复数 柱 多 项 式 也 可 写 为 Ci, (x) 或 Ci wzr) 。 
根据 式 (10 -15) 和 “(10 -30)， 球 Zi 方程 的 解 可 以 写 
f(x) = AimioCip,, (x) AznoCy,, (x) (10 - 34a) 
根据 式 (10 -16) 和 (10 一 31), 方程 (10 -8) 的 解 可 以 写 
Ww = Aiawe Cp (zx) Azanoe™ Cp, Cr) (10— 34b) 
式 (10-4) 中 的 4 可 根据 式 (10 -34b) 非 平 凡 解 条 件 确定 。 下 面 分 情况 研究 非 稳 态 
热传导 问题 。 
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10.2.2 具有 第 一 类 边界 条 件 的 实心 圆 板 非 稳 态 热传导 解 


圆 板 中 心 温度 值 有 限 性 条 件 可 以 消除 一 半 未 知 数 , 式 (10-34b) 只 有 /二 2 对 应 的 一 
半 级 数 项 存在 ， 这样 在 实心 薄板 解 中 4 只 能 取 / 二 2， 为 简便 对 应 解 中 /依然 以 ! 标记 。 这 样 
(10 -34b) 可 改写 为 
us = Asnne™C,,,, (x) (10 - 34c) 
第 一 类 边界 条 件 简 写 为 
r= Ru(z0) 一 0 
将 式 (10 -34c) 代入 第 一 类 边界 条 件 ， 可 得 
Ch (x)=0 (10-35) 
当 n 二 0, 4 二 cjo(z)， 为 对 称 解 。 下 面 我 们 首先 研究 对 称 问 题 ， 其 次 再 研究 一 般 情况 
问题 。 
(1) 各 向 异性 实心 圆 板 非 稳 态 热传导 : 对 称 情况 


考虑 到 第 一 类 0 阶 球 贝 塞 尔 函 数 户 (z) = 1 一 苍 十 于 于 十 … ， 根 据 疡 (z) 特性 可 


得 Jo (Xx) 的 零点 
思 =jr jl 2 


关于 yw 的 特征 函数 为 


三 


ui = jo(RA’) (10— 36) 
关于 yw 的 (7) 为 
PC) = Ae te C10— 75 
这 样 可 得 方程 (10 -1) 的 中 心 对 称 解 为 
T(r,1) = Dhe Ls (10— 38) 


对 于 边界 条 件 和 初始 条 件 T(r,0) = p(r) ， 如 果 初 始 条 件 是 中 心 对 称 的 ， 那 么 温度 场 
就 与 9 无 关 。 因 此 式 (10 -38) 就 是 非 稳 态 问 题解 。 将 1 二 0 代入 式 (10 -38) 后 ， 代入 初 


始 条 件 T(r,0) == g(r) ,将 g(r) 展开 为 六 (2 级 数 ， 对 比 所 得 初始 条 件 方程 左右 两 式 . 
可 以 确定 待定 常数 A，， 问 题 得 解 。 

(2) 各 向 异性 实心 圆 板 非 稳 态 热传导 : 一 般 情况 

分 析 Cp (x) = mv Canzaran ,Cy (x) 一 0 有 无 限 多 零点 ， 记 为 岂 。， ，j=1， 


2，3,… 。 求 解 式 (10-35) 可 得 内。 
a = RM (10- 39) 
和 
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一 一 复数 球 柱 多 项 式 与 复数 球 柱 函 数 + 187 ， 
i . 
A ( RR ) (10 — 40) 


根据 式 (10-4) (10-9) (10 -340) (10-38) 和 (10 -40)， 可 得 


. je ee .nj ,2 = ,i pe 
Tr bE) = Sn Da nada tT iM Ce Pe SD 
= 一 乞 j= j=1 


(10—41) 
将 :==0 代入 式 (10 -41)， 再 根据 初始 条 件 ， 可 得 


2 Pe A Cp, (0 = 9(r,0) (10— 42) 


求解 式 (10 -42)， 可 以 求 得 A035Aiw0ss (lj 二 J,， 0n 寺 N) 和 co (1 才 j 声 
的 
后 文 10. 4 节 给 出 证 明 : 如 g(r,9) 在 圆 域内 分 段 光 滑 ， 那 么 p(r,6) 可 以 展开 为 以 下 二 
g(r,0) = Si VB, wo, Ci) ew 十 Daio( 胜 ) (10- 43) 
其 中 Bi 为 复数 常数 ， 记 为 Bo 二 B10 十 1B4.0w,; 。Bi.iw.;，d; 可 分 别 由 后 文中 的 
式 (10 -78), (10 - 80) 确定 。 


n=—%w j=1 


对 比 式 (10 -42) 和 《〈10- 43) 中 j( 佑 )，Cw。( 全 汪 )e 前 的 系数 ， 可 得 


鸡 io Bo san = Bn.0,.; 人 d; (10 -44) 
由 此 ， 可 以 确定 圆 板 内 温度 场 。 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 可 将 式 (10 -41) 简写 为 
T(r,0,1) = 


工 


ye oj Beye gs 十 Re[ y， Car 十 iosaCm Cayenne ce 了] 十 下 


j=1 i 
(10—45») 
10. 2.3 复数 球 柱 多 项 式 研究 
考虑 到 C(x) 为 复数 函数 ， 下 面 研 究 分 析 Cs (x) 函数 结构 。 
记 式 《1l0=35) 根 为 成 ,; 。 
记 ey 一 cy 十 io。 
0 2mh sti, Ee 
(Ci) = (07my id ) on tion (10 -46a) 
本 5 十 Ue sim = (ony 二 lidjn, A Dl (10 46b) 


式 中 Rnijim 和 天 为 实数 。 
对 于 px.,,;， 有 Hi 一 RNA,z=rW， 那 么 有 
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代入 (10 -32) 可 得 


0 2or 4 
1 i tf.n Le 2 1 入 有 总 Ce 
Co ， (2 二 > 的 ( R -) a > (Ci CRE jai a ) rr” bi ti 
m=0 


m= 0 


(10— 47) 
因此 ， 可 得 下 面 当 数 


Cn (7) = Cip,, i) = 


tn 


[Cii? (Cr)cosCa,lnr) 一 GO Cr)sinCa, lnr) | + Ci C7)sinCwlnr) dt CY (7)cos(u., lnr)] 


下 


( 10.— 48» 
式 中 C4? (7) ,Ci%?(7) 为 实数 多 项 式 
GVO) = ra (Cera Reno F CenaBirsat 4 “0° Con ss Biwi PD + Ca Bn) 
is (FB =O olga Goboart Gap li MG wl mm) 
(10 -49) 
式 中 Cz《m 二 0,1,2,4,…) 系数 可 根据 式 (10 - 33) 确定 ; M 为 计算 C2)(r) C3,(7) 
中 mm 所 取 最 大 项 数 。 
根据 式 (10 -48)， 可 得 
Ca ， (z)LG;, 《| (10~— 50) 
式 中 [Cw，(z)]】 为 Co ，(z) 巷 式 。 
根据 式 (10 -48) 和 (10 -49)， 式 (10 -45) 写 为 


T(r,0,1) 
= p>3 (Alnos.r {CiY (r)cosLm 十 doa ln Ee) 一 CO Cr)sin[Lz0 十 ao ]} 一 
n=1 /=1 


A { ChiY Cr)eosLng + araln EJ + CN Cr)sinLag taraln( EL)]} ee + 


Do (Le 二 
j=1 
《19 = 51) 
GD) Cs (x) 与 贝 赛 尔 丽 数 的 关系 
在 式 (10 -33) 中 ， 再 取 
Cas = > 3 = 
2 可 十 下 天 2 一 天 (Ki,)* +1) 
(10= 52) 
C2.n0 = i T . 
7 ”7 rd (Ki,)* + 1) 


利用 PCz) 的 递 推 特性 ， 一 般 项 系数 变 为 
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/rx (— 1)” 


2 ro 十 天 天 2 一 于 (Ka 六 十 到 十 1) 


《10 = 53) 


C, A (一 1 2 
22uyn 1 PE 


根据 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 定 义 ， 结 合式 (10 -21) 可 得 


人 一 [a ins (x) (10— 54) 
[0 5 E23 ln 


根据 特殊 函数 理论 中 球 贝 塞 尔 函 数 定义 ， 可 得 


ja) = |B lok try (10—55) 


其 中 j,(z) 为 v 阶 球 贝 塞 尔 函数 . J (7x) 为 * 十 却 阶 贝 寨 尔 函数 。 
结合 式 (10 -54) 和 (10 -55)， 可 得 
Cin,, (x) = Xx] Cw (10— 56) 
式 (10-56) 建立 了 复数 球 柱 多 项 式 和 球 贝 塞 尔 多 项 式 关 系 。 对 于 各 向 同性 热传导 、 
正 交 异性 热传导 问题 , Ki; 二 0 ,一 0, CCz) 三 jw (xz) ， 即 在 各 向 同性 热传导 、 正 
交 异 性 热传导 问题 中 ， 复 数 球 柱 函 数 和 球 贝 塞 尔 函 数 一 致 的 。 
根据 复 变 函 数理 论 ， 可 得 


Ee = cos(a,lnr) tisin(a., lnr) 
。 (10 = 57) 
1 (zww) = cos(Caiylnzr) ~— isin(a, nz) = x “in 
其 中 (2)” 为 rw 的 共 恩 丽 数 。 
fC (zx)e”™ Es Ll ey (rx) PE el ioe (xz) 
(10— 58) 


| Cin,, (x)e™ 一 j (x)[cos(n0 十 cvlnz) tisin(n ta, lnr)] 
综合 式 (10 -56) 和 (10 -57)， 可 得 
Co (7) 一 j (zz)Leos(alnz) tisin(w,,lnz)] (10 -59) 
从 上 式 可 看 出 ， 球 贝 塞 尔 函 数 jj, (z) 类 似 复数 球 柱 多 项 式 函 数 的 广义 振幅 , ulnz 类 似 复 
数 球 柱 多 项 式 函 数 的 广义 幅 角 。 当 广义 幅 角 为 0 时， 复数 球 柱 函数 和 球 贝 塞 尔 函数 一 致 。 
(2) Ci,, (ZX) 与 复数 柱 多 项 式 的 关系 
由 式 (10-54) 和 (5-75)， 可 得 


Co (x) 一 Bo Ce) (10 - 60a) 
VA 一 /全 Co (xz) (10-60b) 


10.2.4 计算 程序 
第 一 类 边界 条 件 的 曲线 型 各 向 异性 圆 板 非 稳 态 热传导 问题 的 复数 球 柱 函数 计算 方法 有 
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七 步 : 

1) 第 1 步 : 根据 式 (10-21) 求解 pi 。 

2) 第 2 步 : 根据 式 (10-33) 求解 C1,.2 系数 。 

3) 第 3 步 : 根据 式 (10-35) 求解 根 yw.,.,，。 求 解 式 (10 -35) 或 需要 采用 数值 计算 
技术 以 确定 根 yx.,,，。 

4) 第 4 步 : 根据 式 (10 - 46b) 计算 Ri ,Tm 。 

5) 第 5 步 : 根据 式 (10 -48) 确定 多 项 式 C(x) 。 

6) 第 6 步 : 根据 式 (10-78) (10 -80) 确定 待定 常数 B,,.,， 和 dd， 
杂 性 ， 很 多 情况 需要 采用 数值 计算 方法 确定 待定 常数 Bi,,.,.; 和 dd， - 

7) 第 7 步 : 根据 式 (10-51) 确定 解数 值 。 

可 以 推断 以 下 结论 : 如 果 物 理 场 确定 , C;,,, (x) 确定， 这 样 B,., 和 dd, 可 以 确定 . 问 
题解 即 可 确定 。 


此 于 Cs , (Xx) 复 


10.2.5 数值 实验 

研究 在 实心 曲线 型 各 向 异性 圆 形 薄板 ， 材 料 热传导 系数 为 kh = 0. 301kcal/ (mh。C). 
ks 一 0. 129kcal/(m.h.'C),o= 590kg/m’,C, 二 1756W. s/(kg. CC ); 其 他 计算 参数 为 R= 
lm，9g 王 0， 圆 板 外 边界 (r 二 1m) 温度 边界 条 件 为 0 ， 圆 板 初始 条 件 为 [L(x 一 r')cos(9 十 
azuln7) 十 1 一 x]'C 6 Co = Ki o 

(1) 分 离 常数 A. 二 (+) 分 布 情况 


根据 式 (10 -35) 和 (10-39) 可 以 确定 分 离 常 数 ( 正 值 .,,,, 或 特征 根 ji,,, ) 。 计 算 
M 设 定 为 56， 计 算 结果 见 表 10 -1 和 表 10 - 2。 


表 10-1 Mi = ( 喀 2) (1 =2,n=1) 随 8 变化 情况 


45° 90° 

. 904882003294380 15. 139471599384730 21.461211869612480 

2 5. 702279619871270 50. 110893476670480 62. 016750255345090 
3 . 243991431909540 104. 826525770905800 122. 298140130663600 
4 525920601521500 179. 282426714243100 202. 315800505753700 
5 .547384243676900 273. 477888377269200 302. 071653117329500 
6 . 308164943417700 387. 412730373472900 421. 566367550868200 
. 808570364440200 521. 086350727564200 560. 797149823970800 
.052176072855600 674. 504401126638400 719. 820623735286100 

9 . 648792078050100 847. 760943228825000 897. 970189016055900 
10 139283237525000 1036. 209070729183000 1103. 984541179405000 
11 430927953761000 1229. 875696337915000 
945672085907000 2615. 285913988730000 
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表 10-2 Wu = (du) ((= 1,w= 1) 随 8 变化 情况 


10” 45° 90” 

1 0. 7654494698470579 4. 053726298533960 6. 419991235868384 
2 17. 251361676761140 48. 155482920788170 35. 038077188037930 
3 53. 529472537055550 102. 001898476738400 83. 337549134546660 
4 109. 550418084000700 .588644177272800 151. 369432949495100 
5 185. 311377377095800 . 914966357725000 239. 138660013175900 
6 280. 811818864674900 .980655982849000 346. 646390049104200 
汪 396. 051624483107700 .785687316680300 473. 892507277656200 
8 531. 029484210603100 667. 328569388289000 620. 891003023172400 
9 685. 774612679763000 839. 674265425698700 787. 353779124620700 
10 859. 646018942786600 1026. 786144618308000 977. 922361732102900 
11 1069. 348164532147000 2184. 759125745155000 1160. 175760817385000 
12 1176. 716440255001000 1288. 139911774104000 

. 364705837837000 


计算 表明 复数 球 柱 函 数 有 无 限 多 特征 根 ， 排 序 为 0 过 A 过 wz < 有 va 二 …， 当 
m 一 0%, XA; 一 o。 由 于 各 向 异性 存在 , Kn ,Kis,Kzs 随 B 变 化 而 变化 ， 所 以 无 法 如 同 各 向 
同性 温度 场 ( Ki = 1,Kis = 二 0 ,Ks = 二 1) 计算 中 球 贝 塞 尔 函 数 那样 给 出 固定 的 函数 表 。 

(2) 验证 Cy ，(z) 正 交 性 

考虑 C, (x) ， 关 键 研究 内 容 就 是 C(x) 函数 的 正 交 性 。 本 章 给 出 一 些 关 于 


Cw ，(z) 积分 结果 ， 计 算 参 数 M=36, J = 二 10, /二 2。 


R 


定 六 i | Co, Cp?) Cas, Ep )7zdr 


对 于 曲线 型 各 向 异性 圆 板 〈 各 向 异性 角 8 = 45”), 6(L,n, 放 ,js) 计算 结果 见 表 10 - 3。 
表 10 -36(L,n,] ,jz ) 计算 结果 (8 = 45 ) 


2.697 下 一 003 


11. 235E—008 


6.418E—009 —i7. 357E—010 


2 3.026E 一 007 一 由. 235E—008 .084E 一 003 | 一 1.5965E 一 007 —il. 369E 一 008 


3 3.373E 一 009 一 18. 730E 一 010 . 146E—007 —il. 620E 一 008 1.5778E—010 —i3. 115E 一 011 


4 一 6.418E 一 009 二 i7; 357E 一 010 .596E 一 007 十 il1. 370E 一 008 3. 627E 一 003 


5 1.841E—009—il, 260E 一 009 . 907E 一 008 一 12. 457 正 一 008 9.782E 一 011 一 i6. 493E 一 011 


6 =2.373E=009 十 il 041E=009 


9. 243 下 一 008 十 i1. 962E 一 008 


一 1.084E 一 010 +i4. 096E 一 011 


7 9, 127E—010—il. 782E—009 


5. 642E 一 008 —i4. 429E—008 6. 472E 一 011 —il. 020E 一 010 


—1.424E—009+il, 509 下 一 009 .888E 一 008 十 i3， 


206E 一 008 一 8. 509E 一 011 十 i7.847E 一 011 


其 他 计算 也 表明 了 类 似 结论 。 可 以 得 到 以 下 结论 : 如 方才 襄 ，6llnyii,j2)= 二 0; 如 
刘 二 jz ，6(lyn, 放 ,jz) 关 0。 表 10-3 表明 10.7 节 中 关于 复数 球 柱 函 数 正 交 性 证 明 是 正确 的 。 
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(3) 验证 所 得 解 收敛 性 


针对 各 向 异性 角 8= 45 的 曲线 型 各 向 异性 圆 形 实 心 板 非 稳 态 问 题 
算 ， 验 证 计算 中 其 他 参数 与 上 节 相 同 。 
况 ， 计 算 结 果 见 表 10 -4、10-5。 计 算 表 明 J ( 正 值 的 AMv 个 数 ) 


表 10-4 


A 


进行 收 傅 性 验证 计 


有 具体 增加 M 值 ， 观 察 T(0.5.0.0)(C) 数值 变化 情 


TU0.5,0,0)(C) B= 45° 


36(. = 8) 


与 M 相关 联 。 


560f = EOY 


TO S050) 


TU0. § :0a0) 


表 10 -4 和 表 10-5 的 注 : 
表 10-4 和 10-5 表 明 (10-41) 解 随 着 M (或 J) 增加 收敛 稳定 。 


开工 


0-5 


和 是 精确 解 LC -ri)eos(0+ duilnr) + 


(4) 实心 各 向 异性 圆 板 温 度 场 
首先 验证 阶 数 解 对 边界 条 件 和 初始 条 件 的 满足 情况 。 计算 时 , 取 M = 40 ,其 他 计算 参 
数 与 上 节 相 同 。 计 算 结 果 见 表 10 -6 一 表 10 -8.0 单位 为 人) .rr 单位 为 m. 17 时间 单位 为 3。 


上 


析 研 究 


1. 170 


TO G00) (Cs Bs 


1 一 让] 数值 


:bE 


tH1( = 10) 


.188 


| 
| 1. 186 1 1. 188 


表 10-6 T(r,0,0) (CC),B= 15° ,= 0s 
135 180 225 270 315 
要 
0.0 0. 9995 0. 9995 0. 9995 0.9995 0.9995 0.9995 0. 9995 0. 9995 
0. 1 1. 0620 0. 9739 0. 8953 0..8721 0.9180 1. 0060 1.0850 1. 1080 
43 1. 1750 0, 9993 0.7716 0.6250 0,6453 0. 8207 1. 0480 1. 1950 
| i .E30 0. 9649 0. 62901 0. 3640 0..3251 5350 0. 8709 1. 1360 
0.7 0.9687 0.7877 0.4441 0. 1391 0.0513 0. 2322 0.5759 0. 8809 
[9 | 0. 4374 0.3576 0. 1796 0.0077 —0.0574 0.0224 0. 2004 0. 3723 
1.0 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 


表 10-7 初始 温度 条 件 [( 六 一 一 )cos(0 十 0.5ln-) 十 1 一 普 


J 


45 138 180 225 270 315 

0.0 1. 0000 . 0000 1. 0000 1. 0000 1. 0000 1. 0000 1.0000 1. 0000 
0.1 1.0500 .9765 0.9105 0. 8910 0. 9296 1.0040 1.0700 1. 0890 
全 过 1. 1690 .9973 0.7748 0.6315 0.6513 0. 8227 1. 0450 1. 1890 
0.5 1.1710 0. 6302 0. 3678 053292 U5371 0. S698 1. 1320 
0.7 0. 9652 0. 1419 0.0548 0. 2343 0. 5754 0. 8781 
0.9 0.4337 "3550 0.0104 一 各 :0537 0. 2003 0. 3696 

0. 0000 .0000 ,0000 0. 0000 0. 0000 .0000 0. 0000 0. 0000 
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表 10-8 Tlr,b,10) (C),B=45°,t= 10’s 


-9658 


.0540 


根据 以 上 计算 结果 ， 可 以 得 到 以 下 结论 : 

本 节 所 得 解析 解 收敛 性 好 ， 很 好 地 满足 定 解 条 件 (边界 条 件 ， 初 始 条 件 )。 随 着 时 间 
增加 ,温度 场 数 值 降低 (趋向 于 0'C )， 这 与 物理 常识 一 致 。 计 算 表 明 ， 所 得 解 是 正确 的 。 
本 章 引 入 的 复数 球 柱 函 数 方法 可 以 应 用 于 求解 薄 圆 板 域内 的 数学 物理 问题 。 


10.3 复数 球 柱 函 数 实 数 化 分 析 


根据 式 (10 -16)， 可 得 


加 wm 
2mtip MB = oO ™ 2nrti 
Wi = > Ananz Pine™ = Anoe SY Ct hen 


引 和 大 多 项 起 jw (zx) 


Zz 
(1) > ) i 
J 光 ( 7 ) = Canignt 2 


可 得 
Co (2) = rm Cr) (10-61) 
当 n 关 0， 根 据 式 (10-30) 和 (10-31)， 对 应 pi 二 a 十 ib1,, 的 复数 球 柱 函 数 解 写 


. » 
wu = PAC (x)e™ = Anojt (x) re 


戎 一 一 币 N=— 
2 
{ 


5 de (zx)[A,,o.cos(m 十 rn lnix) AojiSsin(70 十 aiulnzr)] 十 


n=1 


1 RR (xz)LAjoicos (nt alnr) tA,osin(ng + a lnr)]++ 
n=】 


1 
>， jz)LAovrcos( 十 alnz) 一 Assin(0 十 avlnz] 十 


刀 


1 
jj CT (CAsoicos(n0 + alnz) tt Aosin(ng + a lnx)] 


n 
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因此 


Wy = 2 (Zr)LA ovcos(0 十 clnz) 一 Asin(0 十 alnz)] 十 


2 一 上 


和 (z)LAoicos(8 十 alnz) 十 Asin(9 十 alnz)] 十 


1 一 1 


oo 


DiS LA ,0cos (m0 talnr) + A sosin(ng + arsln(r)j+ 


n=] 


i (x)LAL iocos(n0 + arnlnr) — A 0.rsin(nd + a lnx)] 
5 一 | 


(10=62) 
根据 式 (10-21) 和 “(10 一 33)， 可 得 
PR = Re (10— 63) 
如 果 式 (10 -62) 中 的 “是 实数 ， 根 据 式 (10-62) 和 (10 一 63) 可 得 
An 十 Anwoi = 0 
将 式 (10-64) 代入 式 (10 -62) 可 得 


(10—64) 


Ul 


S AinoCis,, (Te™ = 2Rel( Si Ma (Crew} 
n=1 


N=—w 


| 


2 这 条 (Z)LAorcos(Cag 十 anlnz) 一 Aossin(Ca0 十 avlnzr)] 


n=1 


10.4 复数 球 柱 函数 展开 定理 证 明 


考虑 实心 圆 域 (0 过 r+ 过 RR，0 过 9 过 2x )， 对 于 非 稳 态 热传导 控制 方程 (10 -= 1) ， 式 


(10 -5) 中 分 离 常 数 写 为 1，， 一 5 MG 二 112,…,%) 为 C(x) = 0 的 根 。 


将 式 (10 -31) 和 zx 一 于 代 人 方程 (10 -8)， 可 得 


dC;, (xz) 
ew? {df A E ] 十 2izKir 
dr dr 


-i so 3 
ee RC, ta) + nay tr) (iy GC, 《ao =0 
dr (8 Lon R hun 

(10.=65) 
根据 式 (10 -33), pa 是 的 偶 函 数 。 因 此 ， 一 个 yi, 与 两 个 方程 相关 ， 一 个 是 方 
程 (10-65)， 另 一 个 是 以 下 关于 一 的 偏 微分 方程 


dC,, (7z) dC (x) 0 
EA es i wRaC, (DD—inKyC, (DHF) C， (0)}=0 
dr dr dr 4 一 4 一 R ln 


(10— 66) 
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式 中 Cr， (z) 一 Ji (zxz) 。 因 此 ， Co (z) 一 [Co (z)]” 。 
方程 (10 - 65) 和 方程 (10 - 66) 可 被 称 为 连带 方程 。 
Cs , (x)e” 的 共 配 可 写 为 [Cy,，(z)e”“]”。 因 此 可 得 


[Cy (ze = eazrme DUC te 一 EMC (x) (10 -67) 
这 祥 , 方程 (10 -66) 可 写 为 
, d [Cp (x) 二 d Lis, Cw] a 
e "(7 ) — 2inK jzr nn KasLC;,,, (x)] 入 


inK a[ Cy,, Cx) + (Pe) [0%,, (zx) } = 
(10-68) 


记 z 一 ra。 设 Co,, (ai) 、C,, (maz) 是 方程 (10- 65) 的 解 ， 式 中 m 一 个 2 ,a 一 


本 
一 要 Ca ， (a R) -一 Gi (gsR) 一 法要 Ql 站 Q2 ， [EGR (a R)]* = [Ci,,, (ozR)] 一 


记 Co (ai 及 ) 为 FI (x) 9 Cip,, (raz) 为 F(xry o 这 样 可 得 


i | A 
e [下 ( 可) 十 2ipKBr ss mKaF, tinkuF ta) rR]=0 (10—69) 
oe a ee | Ro 
全 Ma )}— 2inkK jor oe —n Ky (F,) — InkK,, (F,) 十 (ao) rr (F,) 下 二胡 


(10-70) 
方程 (10 - 69) 乘 以 一 [C,, (or)e] ,方程 (10 -70) 乘 以 esC， (air) ， 所 得 两 
式 相 加 后 ， 对 r= 二 0 到 x 二 R 关 于 r 进行 积分 ， 可 得 


Lai) 一 (az)2 a 天 Co (air)e™ [Cn， (oar)e] dr 一 0 (10 -71) 
因为 成 ,， 关 成。， 可 得 
Rs a 
| ep ps | (10-72) 
设 C。 (ey)ew ，C (ear)ea 为 (1 (ma an 
jp ne Cn, WR 0 一 65) 的 解 。 下面 ,研究 GC, (Re 和 


Ci ( 站 “rr)e” 关系 。 


HA2 sn 


记 Co (一 “rr) 为 f(x) 。 根 据 (10 - 65) 可 得 


| d nN 
"Le SE) +2ink ar SE —w K,, fs 十 inK uf + (Tu) a 


(10'— 73) 


> jy 


记 Ga (F— ) 为 F(x , 根据 (10=70), 可 得 
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0 dtBy”  ， I i 
ew Te) 2ink ar HE Ka (Fa)* 一 PK (F,) 十 (人 i 
(10 -74) 


将 (10 -73) 乘 以 一 (F,e”)””, (10 -74) 乘 以 ew”f，， 两 式 相 加 后 对 r 从 r==0 到 -一 R 
积分 后 所 得 


1 Mj 了 2.11v) 号 有 a Lg Dom l 
[Ss) (Se ) | 0 Re [Co ORE)"] dr =0 


R R 
(10=75) 
因为 MA is 天 Ash ， 可 得 
i p12. 1 起 时 11 7 hp I 
| ce [em dr=9 (10 -76) 
其 中 nn 关 0。 
根据 Sturm-Liouville 理论 ， 根 据 (10 -72) 和 (10 -76)。 可 得 函数 C (7 人 守 *)ew 在 


圆 域 (0 二 +r 三 R,，0<<0 2x) 关于 x 权 正 交 。 下 面 给 出 复数 球 柱 函 数 展开 定 理 

复数 球 柱 函 数 展开 定理 : 

如 果 g(x,0) 在 圆 域 (0 二 rr 过 R，0 过 9 三 2x) 为 分 段 连续 函数 .那么 op(r,0) 有 复数 
球 柱 函 数 展开 式 


- 7 炊 和 - & ry 2 iy 
g(r,0) = Bn ORYe ?十 riot (10-77) 
其 中 jij 为 Cs,, (7) = 0 的 根 , nn 了 关 0。p 为 0 阶 第 一 类 球 贝 塞 尔 函 数 j,(x) 的 零点 。 如 


g(r,0) 为 关于 上 的 f(r) 和 关于 两 个 自 变量 (x,0) 的 函数 g(r,0) 之 和 ， 即 g(x.0) = g(x.0) 

十 f(r) ， 那 么 级 数 常数 为 

2 区 R 0 四 

| | mr [Co Ce De"] Pdrdg 
LEN] 


2x 『R 0 ， 0 
[NS] =| | EEC se Cr, (er? drdy (10—79) 


(10 一 78) 


Bo -== 


加 R 
R 0 2 
| [jet rdr 
式 (10-77) 被 称 为 g(r,0) 的 复数 球 柱 函 数 展开 。 对 于 圆 域 (0 三 R,，0<0< 2x) 
内 的 任 一 点 (r,0) ， 如 g(x,9) 在 (xr,0) 连续 ， 那 么 复数 球 柱 函 数 展开 收 伍 于 g(x.0) 。 


R 0 
| Fr) Ldady 


大 (10 一 80) 


10.5 复数 球 柱 多 项 式 的 微分 公式 、 递 推 关 系 式 和 积分 公式 


如 同 不 同 阶 的 球 贝 塞 尔 多 项 式 之 间 有 一 定 联系 ,不同 阶 的 复数 球 柱 多 项 式 也 存在 这 种 
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联系 的 微分 公式 和 递 推 公 
10.5.1 C(x) 多 项 式 的 微分 公式 


Cs (zx) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 
EL )" Ca Cry] = (ze )" Cy1 Cz) 


[zwCs (es Gi Ce) 


本 )* Catz)] = CD wx tC slr) 


Cs (Xx) 


TA 


3 [= (— 1)* 


证 明 : 
由 式 (5-79) 可 得 
[Lee) Zi Cx)] = Ct)" ZC) 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 , 可 得 
二 [CawD C(x)] = (zy Cn (a) 
式 (10-81) 得 证 。 
由 式 (5-80) 可 得 
[x v2 (x)] = hs 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 ， 可 得 
Lx C(x)] =— ztCipn (x) 
式 (10 -82) 得 证 。 
由 式 (5 - 81) 可 得 
(-9-) [zw)" Zi (x)] 一 (zz) zeZ (7) 
将 式 (10 - 60b) 代 和 人 上 式 ， 可 得 
G4) Lr)e Ci Cx)] = Cx) x C17) 
式 (10 -83) 得 证 。 
由 式 (5-82) 可 得 


2 工 ) DZ x) 


Zrtk 


4 ek 
将 式 (10 -60b) es 可 得 
1)* Coilz) 


en 
( 9 ) 下 j= (= Tip 


RS 


] = (1)* 


“197 » 


(10—81) 


(10 — 82) 


(10— 83) 


(10 -84) 
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式 (10 -84) 得 证 。 


10.5.2 Ci, (xz) 多 项 式 递 推 关 系 式 


SC i a (10-85) 
d 
x Fz Cr 7) — ipC m (xy 二 一 Ci) C10 = 6 


Cypi(zx) + Cyn (x) = 


rd (10 — 87) 
PE IC, (Cr) +C, 0 a 动 二 LC, cy (10-88) 


证 明 : 
由 式 (5-83) 可 得 


全 r et tip) ZC = wy 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 ， 可 得 
x a Ne 


式 (10-85) 得 证 。 
由 式 (5 - 84) 可 得 


z ELZ, (7)] — ipZu (x) =— zi (TE 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 ， 可 得 
还 [Cy (7)] 一 ipCp (2) =— XC (2) 


式 (10-86) 得 证 。 
由 式 (5-85) 可 得 


CCZ 十 Ctrl(Z) 三 一 7 wi 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 ， 可 得 
人 = 一 2C, ( (10 ~ 89) 


考虑 到 p= 二 4a 十 ib ,ip = 二 ia 一 b， 我 们 可 有 (ip)* = 一 ia 一 b 
可 得 
(ip)" 二 1p = 一 206 (10 -90) 
ip— (ip)* = 2ia (10— 91) 
将 式 (10 -90) 代入 (10-89)， 可 得 


Co-i (Xx) 十 Cipt (XxX) = 


这 十 (ip) 十 Ilr (,) 
怀 
7 


式 (10 -87) 得 证 。 
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由 式 (5- 86) 可 得 

ez, a 2 [LZ Cz)] 
将 式 (10 -60b) 代入 上 式 ， 可 得 

Mo le gy pt a = Cd 

这 dz 

将 式 (10 -91) 代入 式 (10-92)， 可 得 
le OB) dg ELC, (x)] 
a T 


式 (10 - 88) 得 证 。 
根据 式 (10 -87)， 如 果 已 知 C;, 1(x)， 0 即 可 计算 出 Co (x) 。 根 据 式 (10 - 


86)， 如 果 已 知 Co (x) ，Cy (x) 即 可 计算 出 导数 二 [Cy C7)]. 


式 (10-85) ~ (10 -88) Pe (Xx) 的 递 推 公式 。 
可 以 容易 证 明 球 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 和 递 推 公式 是 复数 球 柱 函 数 Ci, (zx) 微分 公式 
和 递 推 公式 的 特殊 情况 。 


10. 5.3 有 关 C;, (zx) 的 积分 公式 
有 关 Ci, (x) 多 项 式 不 定 积分 公式 


| (xe)" Clr)dr = (rH )" Cn(ltr) te (10 = 92) 
| a = i (10 - 93) 


[2 (zx) — (ip+ 1)" C, 


i 


ak (10 -94) 


| ipC s(x) ee Yat Cz) 1 


So 


工 一 CpGCr) 十 < 《0=955 


|3 [他 一 "2 mM 


证 明 : 

由 式 (10-81), 令 (10-81) 右 端 中 ip 一 ip 十 1 ,ip 一 1 一 ip ， 可 得 式 (10-92); 由 
式 (10-82)， 令 式 (10-82) 右 端 中 一 ip 一 一 记 十 1 , ip 十 1 一 ip 可 得 式 (10 -93)。 

由 式 (10 -85) 可 得 式 (10 -94)。 由 式 (10 -86) 可 得 式 (10 -95)。 由 式 (10 -88) 
可 得 式 (10 -96) 。 

有 关 Ci, (x) 多 项 式 定 积分 公式 


| (zirta) Cy Cx)dr 一 (itz) Con tt) (10 -97) 


"| CC 2 
| edz et Ps 1(1) (10 -98) 
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[ xC, 1 (x) — (ip+1)° CCz) 


站 


dz = Cal = C0) (10- 99) 


| [一 Cai 


流 


dr = 一人) (10 ~ 100) 


于 [之 一 一 Cv(z) a de = Ct 


(C10 101) 


六 
康 
和 
内 


10.6 第 二 类 复数 球 柱 多 项 式 定义 及 


对 于 各 向 异性 问题 有些 情 况 下 需要 定义 第 二 类 复数 球 柱 函 数 
根据 式 (10 -21)， 可 得 


Qi 一 一 nK 1 


二 从 5 年 [+ 人 Ks 一 


Un 二 nk 1 


~ 
| 


Do 0.5 一 /十 十字 [Ke FF CK] 


基于 以 上 特征 根 分 布 情况 ,定义 第 二 类 复数 球 柱 函 数 


yi (x) = cafe (10— 1023 


其 中 Yi.3 (x) 为 (ip 十 亏 ) 阶 第 二 类 复数 柱 多 项 式 ， 具体 见 式 (5 - 95)。 


球 Zi, 方程 (10- 14) 的 解 可 以 写 为 
f(x) = Alin.oCip,, 《元 ) Ayoys Gr) (10 - 103) 

其 中 Al.,, As 为 复数 常数 。 

显然 ， 第 二 类 球 贝 塞 尔 函 数 是 第 二 类 复数 球 柱 多 项 式 的 特殊 情况 。 

类 似 地 ， 由 于 yw (x) 为 复数 函数 , e” 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 yw (z) 和 e” 是 互 
相 看 合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 第 二 类 复数 球 柱 函 数 wp (x ,0) 

yp (XT,0) = yi (x)e™ 

如 同 不 同 阶 的 第 二 类 复数 柱 多 项 式 之 间 有 一 定 联系 ， 不同 阶 的 第 二 类 复数 球 柱 多 项 式 
也 存在 微分 公式 和 递 推 公式 。 

(1) yw (Xx) 多 项 式 的 微分 公式 

yp (z) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


EL) ya (ZL) = (Te yo) (10— 104) 


二 [zyw(z)] =— I yipti (x) (10— 105) 
本 
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5 
(于 ) [Cr "ya lz) | (ee yip kr) 
Xd7 


Nk Viptk CT) 
(4 ) ‘[ ]= ( 1) Xk 


(2) yp (xX) 多项式 弟 推 关系 式 


yd 二 ip+ 1) Yip (XT) = ryip_1(7) 


工 二 [yw (x) ] 一 lp (CRY 二 一 JoHT( 挛 ) 


i GE | Wp RY Yin (x) 


ji 
村 交 
Hp ly, Ca) SR [Ly (7)] 


(3) 有 关 ys (x) 的 积分 公式 
有 关 yi, (x) 多 项 式 不 定 积分 公式 


| CGT)" yp br)dr = (rt) pei) 十 < 


| Yr CT 一 一 xy (rx)+te 


元 这 1 


[于 1 (xz) — (p+ DD)" Yt) 


A 


dr = yi (Xx)+e 


| 1py'i, (= Yipty GXY 


> 3 


dz 一 ynp(Cz) 十 c 


| , [ 流 三 人 Sl Cy y= te = ta 


10.7 第 三 类 复数 球 柱 多 项 式 定义 及 其 说 推 公式 


对 于 各 向 异性 问题 ， 有 些 情况 下 需要 定义 第 三 类 复数 球 柱 函 数 


h(x) = [EH (x) 
hy tr) = FH (x) 
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(10— 106) 


(10—107) 


(10— 108) 


(10— 109) 


(10—110) 


C10 = 111) 


CI0=112) 


CIO= L183 


(10—114) 


(10 = 115) 


(10—116) 


(10= 1 


其 中 h(x) 为 第 一 种 ip 阶 第 三 类 复数 球 柱 多 项 式 , h(x) 为 第 二 种 ip 阶 第 三 类 复数 球 柱 
多 项 式 . Hi!4(x) 为 第 一 种 (ip 十 亏 ) 阶 第 三 类 复数 柱 多 项 式 ， 具 体 见 式 (5 - 115); 


HB 7) 为 第 二 种 (ip 十 亏 ) 阶 第 三 类 复数 柱 多 项 式 ， 具 体 见 式 (5 - 116)。 


球 Z， 方程 (10-14) 的 解 也 可 以 写 为 
f(x) = Ahiy’ (xz) Bh! (x) 


(10—118) 
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其 中 A, B 为 复数 常数 。 
可 以 证 明 ， 第 三 类 球 贝 塞 尔 函 数 是 第 三 类 复数 球 柱 多 项 式 的 特殊 情况 。 

类 似 地 ， 由 于 h(x) 为 复数 函数 , e” 也 是 复数 函数 ， 在 许多 情况 下 h(x) 和 e” 是 
互相 看 合 ， 由 此 下 面 给 出 一 个 新 的 复数 函数 一 第 三 类 复数 球 柱 函数 hw” (7,0) 

Wtrst = here 

其 中 h(x,0) 可 称 为 第 一 种 第 三 类 复数 球 柱 函数 , h(x,0) 可 称 为 第 二 种 第 三 类 复数 球 
柱 函 数 。 

如 同 不 同 阶 的 第 三 类 复数 柱 多 项 式 之 间 有 一 定 联系 . 不 同 阶 的 第 三 类 复数 球 柱 多 项 式 
也 存在 这 种 联系 的 微分 公式 和 有 递 推 公式 。 

(1) h(x) 多 项 式 的 微分 公式 

hi (x) 多 项 式 有 如 下 微分 公式 


LC) hl Cz)] = (2x0) pb Cx) (10 -119) 
SE 
d ra (k) a —IpL. (k) 
Lh ty] =— x ld (10 - 120) 
三 
(4) Trier ): Rr CRY | SE Cw" (10— 121) 
大 (Ck) i 
( ) [各 4 i ee C10 = 122 
ur So 效 
(2) h(x) 多 项 式 递 推 关 系 式 
(k) 
zr Dip+t ht (Cx) = xh (7) (10 -123) 
奖 Lh Cx)] 一 ih (x =— he) (10— 124) 
et) 十 (10 -125) 
和 


i Wz) Rh Cr) — hi (x) 一 2 二 Ch Cr)] (10 -126) 
7 


(3) 有 关 yw (z) 多项式 不 定 积分 公 王 


| (x ) hi (rT)dr = 2 Cy) 于 (10— 127) 
(4k) 

| a =— ip Cr) + (10 -128) 
半 


dz 二 (2 (10 一 129) 


| Cr) — ip TX" hs (zx) 


这 


| iph se (x)= xh Cr) 


7 


dx = jz) 和 Fe (10— 130) 


成 一 1 


| [eh Cr) + (CT)—hRr) dr = hy (xr)+te (10-131) 


式 中 * 为 常数 。 
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可 以 容易 证 明 第 三 类 球 贝 塞 尔 函 数 的 微分 公式 、 递 推 公式 是 第 三 类 复数 球 柱 多 项 式微 
分 公式 、 递 推 公 式 的 特殊 情况 。 


10.8 其 他 边界 条 件 下 的 薄 圆 板 非 稳 态 热传导 问题 求解 


10. 8.1 给 定 第 二 类 边界 条 件 的 实心 薄 圆 板 非 稳 态 热传导 


对 于 侧面 具有 第 二 类 边界 条 件 (绝热 边界 条 件 ) 的 实心 薄 贺 板 非 稳 态 热 传导 问题 ， 可 
得 边界 条 件 


NR EY EE (10 -132) 
or ” 00 


和 自然 条 件 T(0,0,1) 为 有 限 值 。 
考虑 式 (10 -21) 


ai —=— nK 1s 
病人 归于 /于 十 到 [Ka 一 《攻防 ] 
az.» —=— nkK 1, 
by = 一 [+ [Ke — (Ks)*] 


圆心 温度 值 有 限 性 可 以 用 来 消减 4 一 Aoe”C (x) 十 As.woe”C, (zx) 中 一 半 的 待 


定 系 数 ， 即 A， RU > 0 o 这 样 只 需要 研究 ZK 一 A:.oe" Cip,, (并 ) o 
边界 条 件 (10 - 132) 简化 为 
9 9 C 由 
r= R, 一 [AN Se 十 TE]| ,= (10 -133) 
Aor r 90 
引入 以 下 参数 变换 
Ki 二 1, 天， = Rs = 
kil Ril 


对 式 (10 -133) 进行 参数 变换 ， 可 得 


dd u(x, 9 ， 
[z SS + Ks 3 人]| ,akr=0 


将 & 一 (Aov +iAs,n0i je Cy, (zx) 代入 上 式 » 根据 7 天 0 时 As.n0 非 平 凡 解 条 件 ， 可 
以 得 到 特征 方程 


9 Cip,, ( 工 


) 
Lx + KizinCi,,, (x)]|,-rg= 0 (10—134) 


求解 式 (10 - 134) 可 得 零点 内 ，7 王 1，2，3 ,…。 
根据 特征 值 yi,,, 可 以 确定 式 (10 -45) 解 形式 ， 进 而 确定 问题 解 。 


10. 8.2 具有 第 三 类 边界 条 件 的 实心 薄 圆 板 非 稳 态 热传导 


Idx 


第 三 类 边界 条 件 (边界 热 对 流 ) 为 
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oT 
3 


和 自然 条 件 中 心 T(0,0,7) 为 有 限 值 。 为 柱 体 与 外 界 环 境 热 对 流 系数 。 圆 心 温度 值 有 限 
性 可 以 用 来 消减 一 半 的 待定 系数 , u, 三 Anve“Cz ,(z) 十 Az.oe”Cis,,(7) 中 A 二 0， 
只 需要 研究 心 二 As..oe” Cy,, (XT) 。 

边界 条 件 (10 -135) 简化 为 


9 u(x,0) 十 大 109 u(x yo 二 hu(r.0) =0 (10 ~ 136) 
9 六 r 90 


[= 《页 +k ! ,和 (10- 135) 


r= R,— Lk 


引入 参数 变换 


Ki = Kiz = ki ,并 
Ai Ai 


对 式 〈10 -136) 进行 以 上 参数 变换 ， 可 得 


人 二 J] 十 R Rue} | -ar=0 (10-137) 


9x 
将 到 一 人 十 1 ou eC ， 《天 ) 代入 式 (10.=137; 根据 nx0 时 As.iio 非 平凡 解 
条 件 ， 可 以 得 到 特征 方程 
+ KiinCy, (x) — oC, (x)]|,ag=0 (10 -138) 


[x 如 到 kl 
求解 式 (10 -138) 可 得 根 jp,.j,j 二 1,2,3,… 
根据 特征 值 jx,.; 可 以 确定 式 (10 -45) 解 形式 ， 进 而 确定 问题 解 。 


9 Ci (》 Rh, 


10.9 各 向 异性 圆 环 薄板 非 稳 态 热传导 与 复数 球 柱 环 函 数 展开 定理 


10.9.1 柱 侧 面 边界 具有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 薄 圆 环 板 求解 


对 于 侧面 具有 第 一 类 边界 条 件 的 各 向 异性 圆 环 域 (x 三 rr 三 7 ,092x) 非 稳 
态 热传导 问题 边界 条 件 为 


人 一 0 
(10 -139) 
MUCr 0) = 0 
考虑 变换 二 rMA ， 式 (10 -139) 可 改写 为 
ev = 
(1L0— L140) 
u(x»,,0)=0 


其 中 zi 二 niVAyrs 一 疡 WA 。 
方程 (10-8) 的 解 为 
u(x,0) = Ainoe™ Ci (x) Az.n.oe™ Cip,, (XT) 《了 = 141) 
式 中 AloyArwe 为 复数 常数 。 
将 式 (10-141) 代 和 人 (10 -140),， 根据 待定 系数 A.,.。.A2..o 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 得 


第 10 章 各 向 异性 二 维 圆 薄板 非 稳 态 热传导 方程 
一 一 复数 球 柱 多 项 式 与 复数 球 柱 函 数 。 205 。 


特征 行列 式 
Cy C(x) Cp,, (x1) 
三 0 (10 -142) 
Cy tn) ‘Cy, (ee) 
求解 式 (10 -142) 可 以 确定 特征 值 M%' 。 根 据 (10 - 142) 特征 矩阵 可 得 


Ca (ry A 


As.10,) =— Ain6. (10 -143) 
| ny 
特征 了 艺 数 
Co (ri VA A ) 
W(X10) = A [LCs Cr VT) 一 一 一 rr jC r VA )Je” 
Cip, | VA 
(10 -144) 


T(r;0,1) = Ss py PA, 0.j sr 十 1Ai.n.0.7.i) 


有 1 一 一 2 天 0 /二 
CG, ri AAA 到 
/UL Eo ek TA de (r VAT ) Jew ea ”十 了 (天 
mV) 
(10— 145) 
式 中 T(r,1) 为 中 心 对 称 情况 下 的 贝 塞 尔 函 数 解 
TCF 二 >4, [joCr Ai) 一 jan Vao ) yo(r MAT ) ee 
yo (ni V A 
为 下 式 的 根 
jo ln AAA 0 yor V 人 
Jo (rz V 人 yo rz A 2 
将 1 二 0 代入 式 (10 -145)， 再 根据 初始 条 件 (10 - 3) 可 得 
a ) A 
3 Dohmeir iA) [Co tr AAT) — pe r VAW )]eie 十 
n= 一 @ nD /一 /A ye 
T(r,0) = g(r,0) 
(10 -146) 


求解 式 (10 -146) 可 得 AoryAo，1 委 ) 二 J, 1 过 nn 过 N。 下 文 给 出 简略 证 
明 : 如 果 p(x,0) 是 在 圆 环 (rn 和 9 0 0 2rx) 内 分 片 连 续 函 数 ， 且 p(Cr,O0) = 
20r0) 十 了 f(r) ,g(r,0) 可 展开 为 以 下 双 复 数 级 数 和 球 贝 塞 尔 级 数 之 和 


2(r,0) = SHB aoB 访 ， (ne +t 6 [jo lr ND Y= jo ln joln VA ) ) yo lr A )] 
n=} j=1 yo rt VA ) 
(10 -147) 
Cin CGE) Gs Cm) 


其 中 Bp 为 3 Eo 一 一 用 的 零点 。 加 ov 是 复数 常数 ， 有 Bio 二 志 B00 站 
Cop, (Xz) Cip,, (x2) 
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人 
Bu (7) 一 Co (7) — = 一 
Gi ， Cn VA ) 
r. 2r 四 
lb | pr,0) [B;, (r VA )e™] 一 dgdr (10 -148) 
[ge 0 
也 ov 二 一 [ND 
[NO 一 | | [Bo, Cr VDeo] Bo, Cr MAT er drdb 
0 nl MM 
foo oR jori VAo ) ho- 2 FF dt Yr 
Se yo ry JY (10 — 149) 
J TT aa 
lw Ljo Cr WA 人 一 on yy A Yor /AAD rdr 
yo (ri af AS 
比较 式 (10-146) 和 (10-147) 的 jo(r A ) 一 2 Va) (rT)，B, (r iT) 
驳 ( 商 尺 四 2 


的 系数 ， 可 得 
A dy > Blo.r.j ,Al.n.0.i.j = io ， A; = 


由 此 ， 可 以 确定 各 向 异性 圆 环 薄板 温度 场 。 
10.9.2 复数 球 柱 环 函 数 圆 环 域 展开 定理 


考虑 圆 环 域 ( 过 7 过 7r,，0 过 0 过 2x )， 对 于 非 稳 态 热传导 方程 (10 -1)， 式 10- 
Ga la) Cho, Kany) 

5) 的 分 离 常数 可 写 为 1%”， 其 中 7 (三 1,2,…,o) 是 CC ) | 一 0 的 特 
XT2 ij 


Xs 
, 


征 根 。 
引 和 人 参数 变换 , z 一 人 标记 zi = 二 VA syT2 = re VA 。 
将 ML 一 (Ainowr tt iA.0.i) Ee" Bi (Cr yA) 这 二 这 Va 代入 方程 (10 = 站 可 得 


| Bor r VA A )] + 2inK ar VA ) 


es n* Kz B;, (r AS ) 十 inK 1 B;, (r VA ) FA By CF A ) 王八 
Ci Kx) Co， (ZX1) 


(10. 150) 


根据 式 (10 -33) 和 二 0 ,A 是 的 偶 函 数 。 因 此 ， 一 个 A 


Cip,, Cs 由 Cip,, (x ) 
与 两 个 方程 相关 ， 一 个 是 式 (10 -150)， 另 一 个 是 以 下 关于 一 的 偏 微分 方程 : 


(oi r VA )] 一 2izKr BB, ， r VA ) 


—n KB Cr VAs )—inKiB;, Cr Var ) 十 io r Bi,,(r VA )=0 


(l= 151) 
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方程 (10-150) 和 (10 -151) 可 称 为 连带 方程 。 
Ci ， (Zi ) Cip,, (X1) 


} B,,(x) 定义 , 式 (10-33) 和 二 0， 可 以 得 到 
全 Cip,, (x2) Cip,,, Ca ) 

[B; (x)]" = Bi ,i(z) (10 -152) 
这 样 , 式 (10-151) 可 写 为 


= .dl xz 地 TT 1 d 
人 (Tr WLBi, (Cr MAW)] }— 2inKir TB C7] 


—m KLBy Cr)]” —inK[By, (7 +A ri [LB 《rr =0 
标记 x 二 rx。 假设 Bi, (rai)e™， Bi, (raz)e” 是 方程 (10 - 150) 的 解 ， 那么 
B;, Cer)e™ |" LB; (raz)e™ ]° 是 (10-153) 的 解 。 
记 w = VAW ,o = VAP ,a 天 w ， 这 样 可 得 
Bi (ar) = Bi (oar) = Bi (or) 一 Bo (ars)=0 
[By or = [By (ar)]" = [Bi (er)]” = [B;, (or)]” = 


已 B,, (air) 汶 下 ， ( 工 ) , B;, (a2r) 为 有 o 这 样 可 得 


ev[ 人 Cr :和 2inK ar So KF tinKyF+ (la)rF]=0 


(10 -153) 


(10 -154) 


cm“[ 吉 (7 y 2inK ur ot 


— 7 K, (F,)” —inKiz (Fe) 十 (as ) 2 了 2 (F,)* |] 一 0 


(10 -155) 
式 (10-154) 乘 以 一 LBy (or)e"]  ， 式 (10-155) 乘 以 By (oar)e ， 所 得 两 式 
相 加 后 对 + 二 ri 到 == xr; 关于 r 进行 积分 可 得 
[L(ai ) 本 (as y*] 上 rB;, (ar)e”™ LB;, (gsr)e™]* dr == ,0 
因为 Ql 天 az 江 可 得 
| Bonpae [Bren]'drdg=o (10 - 156) 
根据 式 (10 -156), 依据 Sturm - Liouville 理论 ， 可 得 Bo (r VA A )e” 系列 在 圆 环 域 
(nn 三 rr,，0S0<2xr) 关于 权 壮 正 交 。 根 据 Sturm 一 Liouville 理论 和 B (r 
VAw )e" 正 区 性 ， 可 得 以 下 定理 ， 并 给 出 函数 展开 为 复数 函数 By (r 7 )e2 的 充分 条 件 
和 计算 公式 。 
复数 球 柱 函 数 Bj,(r V4,”)e” 圆 环 域 展开 定理 
设 g(r,0) 在 区 域 (x 三 r 三 7r;，0 0 2x) 是 分 片 连续 函数 ， 这 样 p(x,0) 可 以 展 
开 为 复数 球 柱 函 数 级 数 


yp(r,0) = 一 人 DB ‘0B ~- VA A )e 十 > [jolr VA ) 一 yr A yA 
Yo \Tl 


(10= 157) 
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Cp (zi ) Cip,, (x ) 


其 路 ”是 一 0， 当 7 和 0 零点 。 信 为 下 式 的 根 


jolry WAY 3 AAPR) 
jn x jt ME 
若 g(r,0) 是 函数 关于 7 的 /f(r) 和 关于 (x,0) 的 函数 pu(r,9) 之 和 ， 即 

G(r,0) = f(7) + pi(r,0) (10— 158) 
那么 级 数 常 数 可 以 由 下 式 确定 
网 Pol(r,b) [Bi Cr Vi em] drdg 

[NO 

LNG] = | im [B;, (r Va)e”] Br VA )ewr’drd0 (10 - 160) 


瑟 


(10.=159) 


I fio Cr MA )— jo var ) Cr AT) dr 
C = yn (nn ae 


j 二 一 
| [jo (Cr VA ) 一 Jetri VA ) Cn Van ) We 4 A rdr 
a yo (Fr VAo ) 


式 (10-157) 可 被 称 为 p(r,0) 的 复数 球 柱 环 函 数 圆 环 域 展 开 式 。 对 于 圆 环 域 (x 
三 r 达 7r,，0 人 0 研 2x) 任 一 点 , g(r,0) 连续 ， 那么 该 复数 球 柱 环 函 数 收敛 到 g(x,0) 。 


《10.= 161) 


10.10 具有 第 二 、 三 类 边界 条 件 的 各 向 异性 圆 环 薄 板 非 稳 态 热传导 


对 于 内 外 径 都 是 第 三 类 边界 条 件 的 空心 圆 环 洲 板 边界 条 件 为 


9 0 
qT 

@G r 

、 ; (10 - 162) 
qa = [— (hn SL +h ee 


其 中 ,hh 分别 为 7 二 ri ,rr 三 rs 边界 为 材料 与 外 界 环境 的 热 交 换 系 数 。 令 hh， 二 0， 
hm 二 0， 式 (10 -162) 退化 为 第 二 类 边界 条 件 。 
考虑 变换 工 二 rr 人 ，, 式 (10-162) 可 改写 为 
aT a TT 


| + Rs 3 ~— NM TY 二 站 
(10 -163) 
[ex 5 十 Ki 号 一 及 。 TD| 于 汉 


rih rah', 


其 中 四 一 mMz = 二 re， Fh = ,HH, 一 


kil Ai 
方程 (10 -8) 的 解 为 
us = Aiinoe™ Cip,, (Cr) 十 Aoe“Co (T) (10— 164) 
将 式 (10 - 164) 代入 式 (10 -163)， 根据 待定 系数 A1.,.。、Az..6 不 全 为 0 的 条 件 ， 可 
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得 特征 行列 式 
9[Co，(Cz] 9 [Cr，, (z)] 
区 一 十 KaCow DD Ha Cn Dn [re +tinK Cp, (7) — Hm Cp, (7)] | =n 
=0 
a [Cp (x) a[C», (x 
[> +iKecn (CoD 一 HoCo CD] [> es +inKia Cp, , (1) — Hn, Cp,, CD]| ss, 
(10—165) 
求解 式 (10- 165) 可 以 确定 特征 值 M” 。 根 据 式 (10 -165)， 可 得 
a a] 
E 滩 人 十 inKiCs (2) — Hs Coy, (2) 1] |= A 
Az.s.0.; 三 一 和 os 四 
alGs, Ca 
[x C—O— + inK C8, (2) = Hs, Op, G20] sn iw 
(10—166) 
9 LC, (zx)] . 
ms WY [x Oz + ink Ci (2 = H, Co (x)] | i 
定义 工 王 
9[LCo (x)] . 
[x 人 + inK1C,, (7) — Ha Ca， (zx)]| z= fi 
特征 函数 
uj (x10) = AiinoiLCin,, Cr VA ) — HC,,, (r VA ) Je™ (10—167) 


T(r0D) = 2 2 Aro iA dLCy,, Cr VAT) — ILC, Cr VA )Jere we + Tt) 


(10 -168) 
式 中 Ajo 一 4Aoir 十 io ss Tri 为 中 心 对 称 的 球 贝 塞 尔 函 数 解 ， 读 者 可 自行 
求 得 。 
将 上 =0 代 入 式 (10-168)， 再 根据 初始 条 件 可 得 


nD nm 


(Ato tiAnao) LC, Cr MAT) — Cy,, Cr VAT ) Je® + Tr,0) = yp(r,0) 
1 


(10- 169) 
求解 式 (10 - 169) 可 得 ArAor1 和 jj 委 几 0 入 2 和 二 N。 
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圆柱 壳 是 常见 的 结构 单位 。 以 柱 坐 标 (r,9,z) 分 析 圆 柱 壳 问题 自然 是 方便 的 。 圆 柱 壳 
内 物理 场 求解 是 重要 的 理论 和 工程 问题 。 对 于 蒲 圆柱 充 ， 很 多 情况 下 可 忽略 壁 厚 方向 的 物 
理 量变 化 ， 这 样 物 理 场 问题 控制 偏 微分 方程 只 有 (0,z) ， 研 究 区 域 就 定义 在 ( 二 
三 z;，0 二 9 二 2x )， 这 样 求解 就 方便 得 多 。 复 合 材 料 等 各 向 异 性 材料 来 说 ， 其 材料 上 的 
各 向 异性 反映 在 控制 偏 微分 方程 中 就 出 现 了 奇 次 交叉 偏 导 数 ， 求 解 需要 新 的 方法 。 本 章 采 
用 复 变 分 离 变 量 法 ， 引 人 一 般 复 数 柱 面 函数 ， 以 求解 柱 面 内 各 向 异性 的 热传导 稳 态 偏 微分 
方程 的 边 值 问题 。 


图 11-1 柱 坐 标 及 圆柱 壳 


11.1 各 向 异性 圆柱 薄 充 稳 态 热传导 求解 和 一 般 复数 柱 面 函 数 


考虑 各 向 异性 圆柱 薄 壳 ， 圆 柱 半径 为 RR， 贺 柱 体高 度 为 上 ， 在 圆柱 边界 (zx, 二 0,>: = 
L) 与 外 界 进行 热 交 换 ， 柱 壳 面 与 外 界 环境 绝热 ， 这 样 圆柱 体温 度 场 分 布 与 (9,>) 有 关 。 柱 


坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


a 92 二 
忆 FF +h 当 2 他 十 2hw 让 - 


其 中 工 (0,z) 为 柱 壳 温度 分 布 函 数 ，g 是 热源 函数 .信人 7 一 2.3) 中 的 下 标 2 代表 切 向 0(0 
过 0 过 2x) 方向 ,， 下 标 3 代 表 z 方 向 (0 二 xz 研 上 ) AGO 二 2,3) 为 热传导 系数 。 
kss = kscos’ 8 十 AssinB 
= (k, 一 As )sinBcosB 
kis = AssinB 十 Asacos B 
式 中 心 .为 切 向 0 方向 、z 方 向 主 热传导 系数 , 8 为 平行 于 > 轴 柱 面 内 的 最 大 热传导 方向 
与 z 向 母线 的 夹 角 。 


R22 gL 
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引入 参数 变换 


he kzs R22 
Kss noe 1， = Rk ;3 , K,, R’ ks 
由 此 可 得 
Ge oa:T 
天 2 a Ee 十 2 天 23 909 


11.1.1 齐 次 解 
设 方程 (11-3) 有 解 


T= 3 f(z)e” 


其 中 说 = 一 1 ; n 为 整数 。 
7 一 0 的 方程 (11 - 3) 简化 为 


i - 
由 此 ， 可 得 如 下 解 
Tx 一 co 十 doz 
其 中 c,d。o 为 待定 实数 常数 。 
当 n 关 0， 设 
f(x) = A,e™ 


其 中 ; 为 特征 根 , A, 为 复数 。 
结合 式 (11-4) 和 (11-7) 可 得 


而 a 阿 A,ein= Fd 


N=—o0 


式 中 n 关 0。 
式 (11 -8) 为 新 的 复数 函数 。 
定义 ; 一 般 复 数 柱 面 函 数 M, (xz,0) 
Mi (z,0) = ewe™w 


“211» 


G11 — 2) 


(C11 =.3) 


(11-—4) 


(11 -5) 


(11=6) 


《天 一 人 


(上 一 8) 


(11—9) 


研究 表明 : 变形 复数 柱 面 函 数 M, (z,0) 是 求解 圆柱 壳 内 数学 物理 问题 的 基本 函数 。 
根据 数学 物理 实数 化 原理 : 如 果 复 变 函 数 是 实际 物理 问题 的 解 ， 那 么 该 复 变 函 数 的 虚 


部 应 为 0， 即 可 化 简 为 实数 函数 。 可 以 简单 地 证 明 : 


将 式 (11 -8) 代入 方程 (11 - 3)， 化 简 可 得 


当 n 关 0， 如果 T= 二 2) Asewe” 为 实数 ,那么 T= 2Re( 》)A,e™e”)， 
Ls n= 1 


eve™w[— An’(s:++2Kws++ Ky»)]=0 


式 中 A, 关 0。 
根据 方程 (11 -10) 可 得 


$s 十 2Kzss 十 天, 一 0 


(11 -10) 


《也 二 了) 
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求解 方程 (11-11) 可 得 


$1 =— Kat+i vyKs: — (Ki)’ =ai+ib, 
| (C1)=.12) 
5 =— Ky ~—iwy Ks — (Ks) = ai— ih 
Kz — (Kes) 。 
这 样 方程 (11 -3) 解 为 
了 一 DN ee td 一 Al,je “sinn(0 十 aiz) 十 
n=1 (ll = 1 
As,rer "cosn(0+ arz) — A,,ier™ sinn(0 aiz) | 
其 中 
Min Se lion 
Asn = Ass.r tt iAy 
式 中 Ai;Aini,Azi，Azi 为 实数 。 
根据 线性 偏 微分 方程 的 可 琶 加 性 原理 ,方程 (11 -3) 一 般 解 析 解 为 
二 PB cosn(0 二 az) 十 Bje“*sinn(0 十 uiz) 十 gn 


局 ;es cosza(O 十 az) 十 Beocsinz( 十 wz)] 十 十 心 x 十 站 
式 中 中 (一 1,2,3,4;7 一 1,00) ,Coydo 为 实数 常数 ; T 为 方程 (11-3) 特 解 。 
对 于 有 限 长 (L) 的 圆柱 帝 ， 采 用 适当 变换 后 ， 式 (11-14) 可 改写 为 


_ < sinh(binz) ee (二 过 _ 
T= 2 {Csmhoo nL ) "La 0) 十 (上 一 <)] 十 C， 一 大， cosn(0 十 uiz) 十 


sinh(binz) 

“3 sinh(binL) 

(LO— xz) 
J 


n=1 


sinhbin(L— z) 
sinh(binL) 


sinziL(2r 一 0) 十 (一 z)] 十 CI， sinn(0 十 aiz)} 十 


于 十 归 下 二 


(Cll LS 
11. 1.2 求解 程序 
将 式 (11-14) 或 (11-15) 代入 圆柱 壳 < 方 向 的 两 个 边界 条 件 ， 将 所 得 两 个 方程 左 
右 两 式 展开 为 关于 9 的 傅立叶 级 数 ， 即 可 确定 待定 常数 。 问 题 得 解 。 
对 于 半 无 限 长 的 圆柱 壳 ， 只 能 采用 式 (11 - 14) 求解 ,根据 温度 有 限 性 自然 条 件 ， 可 
以 消减 一 半 待定 常数 ， 进 而 确定 全 部 待定 常数 。 
作为 一 个 作业 ， 考 虑 各 向 同性 圆柱 壳 热 传导 问题 


kss = Az 一 As = 0 (ll = 16) 
8 个 a2T i 
of Ti ¢11 17.) 


对 于 方程 (11 - 17),， 根据 式 (11-12) 可 得 
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人 ee (11-18) 
式 (11-17) 可 写 为 
1 py [Ai,e “cosn t+ As,e sinn 二 As.,e™ cosn Ay,e”™ sinng] 二 co 二 doz 二 To 
a 
(11 -19) 
11.1.3 数值 实验 


考虑 各 向 异性 圆柱 壳 ， 热 传导 系数 k 王 0.30kcal/(m。h.C)，A 三 0.11kcal/Cm。 
h.C),h=0.0lm, R=1lm, L==5m,， g 二 0。 柱 体 上 端面 (x; 二 5m) 温度 分 布 为 (4sin9 十 
3cos0 十 6)'C ， 柱 体 下 端面 (= = 二 0. 0m) 温度 分 布 为 (2sin9 十 cos0 十 5)C 。 

(1) 特征 根 分 布 情况 

根据 式 (11 -12)， 可 以 确定 特征 根 s, 和 。 计 算 结 果 在 表 11 - 1。 


表 11-1s ，s: 


一 4.634146341463415E 一 001 十 
8.861415670529246E—001i 


$1 1.6514456476895411 6.055300708194984E 一 001i 


—4.634146341463415E 一 001 一 
8. 861415670529246E—001i 


一 1.6514456476895411 —6.055300708194984E 一 0011 


其 他 计算 也 表明 ， 特 征 根 ;s，, 5; 均 为 复数 根 。 

(2) 各 癌 异 性 圆柱 过 温度 场 分 布 情况 

计算 参数 同上 节 。 计 算 时 改变 各 向 异性 角 8 ， 观 察 壳 体温 度 场 变化 情况 。98 单位 为 
C0") 5 受 为 殊 。 


表 11-2 T(0,:) (C) ,B=0° 


.628 


, 000 10. 950 10. 000 
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表 11-3 T(0,z) (C) ,B= 45° 


180 
5.-707 4. 000 2: .879 3. 000 TT 4. 293 
10 6. 025 6:733 5. 128 4.565 4. 375 4.667 
20 5.586 5. 436 5. 265 5: 172 5. 214 5. 364 
30 5. 692 5. 153 4. 876 5 023 ). 508 6. 047 
40 4. 500 4. 610 5..359 6. 307 
10. 500 


表 11-4 T(9,z) (CTC) ,B= 90° 


计算 表明 ， 各 向 异性 对 温度 场 有 显著 的 影响 ,需要 根据 具体 情况 具体 研究 。 


11.2 柱 面 与 环境 换 热 的 各 向 异性 圆柱 薄 壳 稳 态 热传导 问题 解 


考虑 各 向 异性 圆柱 薄 壳 ， 圆 柱 半 径 为 尺 ， 圆 柱 体 高 度 为 二 ， 在 圆柱 边界 (> == 0,>? 一 
L) 与 外 界 进 行 热 交 换 ， 柱 面 与 外 界 环境 热 交 换 ， 这 样 圆柱 体温 度 场 分 布 与 (9,=) 有 关 。 柱 
坐标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 


1 9°T 可 2 下 总 2 ee 9 
R? aF 十 kas ga 十 2kzs 于 py Ee 2 人 (了 T.) 一 q (11— 20) 


其 中 T(0,z) 为 柱 壳 温度 分 布 函 数 ，g 是 热源 函数 。 6 为 圆柱 过 厚度 , h, 为 柱 壳 与 外 界 环境 
热 交 换 系 数 , T, 为 外 界 环境 温度 。 kj (j,k 二 2,3) 中 的 下 标 2 代表 切 向 9(0 9 三 2x) 方 
向 ， 下 标 3 代表 z 方 向 (0 委 > 委 了 )。 


kz2 


引 和 人 参数 变换 
kz3 k22 Ah gq 记 。 
一 1,K = -2 ,Ko = ,4 一 一 Bh 
i i ik Re 
由 此 可 得 
ST 9 :个 要 和 
K,, gp 韦 J 十 2 及 2 BA qx* (C11.= 22) 
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11.2.1 齐 次 解 
设 方程 (11 -22) 有 解 


T= 六 (zen 


其 中 说 = 一 1 ; nn 为 整数 。 
7 一 0 的 方程 (11 - 22) 可 简化 为 
dT 


十 AT 二 0 


由 此 ， 可 得 如 下 解 
Tx = oe + de 
其 中 co ,de 为 待定 实数 常数 。 
当 n 关 0， 设 
f(x) = A,e™ 
其 中 ;为 特征 根 。 A, 为 虚数 。 
结合 式 (11-23) 和 (11-26) 可 得 


式 中 nn 关 0。 
将 式 (11-27) 代入 方程 (11 - 22) 化 简 可 得 
ewewA,[—m(s 2Kys+ Ks)+A]=0 
起 中 履 奖 『。 
根据 方程 (11 - 28) 可 得 
一 Ms 十 2Kzss 十 K,,) 二 A 二 0 
求解 方程 (11 - 29) 可 得 


$1 一 一 上 2 十 1 


其 中 ui =— Ky» ,bi = J K3, 十 天 2 一 全 o 


方程 (11 -22) 解 如 下 


人 [Are secosa(0 十 wz) 一 Aieesinz(0O 十 aiz) 十 
=1 


Are'nscosa(O 十 aiz) 一 Aienssinz(O 十 aiz) 
其 中 
A = A iA,,,, 
Az,s, = Az dt iA,,,, 
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《11 =23) 


(11 -24) 


Cl 一 29) 


C1 =26) 


(C11 =27) 


(11 -28) 


(C11 -29) 


(11 — 30) 


二 总 


(11 =322 
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式 中 Ai Ai,Az.r ,Az.i 为 实数 。 
根据 线性 偏 微分 方程 的 可 受 加 性 原理 ， 方程 (11 - 22) 一 般 解 析 解 为 


T= > [Be 2 cosm(O 十 az) 十 Be esinz(0 十 ax) 十 


5 
Be cosn(0+arz) + Ber” sinn(0 二 + az)j] 十 
a 
式 中 B,(/ = 1,2,3,4;n 一 1,…,oo),clcs 为 实数 常数 ; 工 , 为 方程 (11 -20) 特 解 。 
对 于 有 限 长 (L) 的 圆柱 过， 采用 变换 后 ， 式 (11 -33) 改写 为 


sinh[bin(L— z)] 
sinh(binL) 


sinhL zz( 了 一 =)] 
sinh(binL) 
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、 sinh(binz) a Se 
T= D> (0. SP cow[2x 8 十 如 ( 瑟 一 各 下 站 @， 


, sinh(binz) 

"sinh(binL) 

十 sinh( V— Az) sinh[ V— XA(L— z)] 十 工 
sinh( Vv— 4L) sinh( Vv— AL) 


cosn(0 十 uli) 十 


sinz[L2r 一 0 十 ci (一 =z)] 十 Ci sinn(0 十 aiz)) 十 


CD 
11.2.2 求解 程序 


将 式 (11-33) 或 式 (11-34) 代入 圆柱 壳 = 方向 的 两 个 边界 条 件 ， 将 所 得 两 个 方程 
左右 两 式 展开 为 关于 0 的 傅立叶 级 数 ， 即 可 确定 待定 常数 。 问 题 得 解 。 
对 于 半 无 限 长 的 圆柱 壳 ， 只 能 采用 式 (11 - 33) 求解 ,根据 温度 有 限 性 自然 条 件 ， 可 
以 消减 一 半 待 定常 数 ， 进 而 确定 全 部 待定 常数 。 
作为 一 个 作业 ， 考 虑 柱 面 换 热 的 各 向 同性 圆柱 壳 热 传导 问题 
kas = bs = hkss =0 (11— 35) 


a3:T 07T 要 
tT (11—36) 


方程 (11 -36) 有 特征 根 


er 
il 


2 = i 及 一 亏 


¢11=37) 


其 中 忆 = 一 访 。 


将 式 (11-37) 代入 式 (11-33) 可 得 各 向 同性 圆柱 壳 热 传导 问题 一 般 解 析 解 如 下 


于 二 > [Bi,e i:cosnd + Be :sinng + Bs,,e™' cosm 二 Be™':sinng jj 二 


n= 1 
ce V7 十 cerv7* 十 To 
(11- 38) 
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11.2.3 数值 实验 


考虑 柱 面 与 外 界 环境 换 热 的 各 向 异性 圆柱 壳 ， 材料 的 热传导 系数 为 & = 
0. 30kcal/(m eh. °C),k, = 0.1lkcal/(m . h» 'C),h, = 0.05kcal/(m* .h. 'C),56= 
0.01m, R=1m, L= 二 5m, g 二 0, T, = 二 0 。 柱 体 上 端面 (zs = 5m) 温度 分 布 为 (4sing 十 3cosb 


十 6)'C ， 柱 体 下 端面 (= = 0. 0m) 温度 分 布 为 (2sing 十 cosg 十 5)5C 。 
(1) 特征 根 分 布 情况 
根据 式 (11-30) 和 (11-31)， 可 以 确定 特征 根 s 和 。 计 算 结 果 在 表 11 -5。 


表 11-5 yz 


10” 45° g0° 
si(n= 1) 9. 676588429625580i | —4.634146341463415E 一 001 十 7. 040293650249048i 5. 8051701094799971 
s2(n = 1) 一 9. 676588429625580i | —4.634146341463415E 一 001 一 7. 040293650249048i | 一 5. 8051701094799971 
si(n = 2) 5.045249791095130i | 一 4. 634146341463415E 一 001 十 3. 6028278932081291 2. 9495762407505251 
$2 (n= 2) 一 5.045249791095130i | 一 4. 634146341463415E 一 001 一 3. 602827893208129 i | 一 2. 949576240750525i 
SI(n= 3) 3.5816592283860321 | 一 4.634146341463415E 一 001 十 2. 491044174116754i 2.0175158909833581 
$52(n = 3) 一 3.581659228386032i | 一 4.634146341463415E 一 001 一 2.491044174116754i | 一 2.0175158909833581 


其 他 计算 也 表明 ， 特 征 根 s，, 5; 均 为 复数 根 。 
(2) 各 向 异性 圆柱 壳 温 度 场 分 布 情况 
计算 参数 同上 节 。 计 算 时 改变 各 向 异性 角 8 ， 观 察 壳 体温 度 场 变化 情况 。 计 算 结果 见 
表 11-6 一 表 11-8.0 单 位 为 ()，z 为 m。 
表 11-6 T(9,z) (C),Bp=0° 


45 90 180 225 315 
0.0 0. 6000E 十 i 7121E 十 01 0. 7000E 十 01 0. 4000E 十 01 0. 2879E 十 01 0. 4293E 十 01 
0. 05 0. 5044E—01 0. 5932E=01 0.5836E—01 0. 3460E—01 0. 2571E 一 01 0. 3692E—01 
lL.0 0. 4243E—03 0. 4946E—03 0. 4870E—03 0. 2088E 一 03 0. 2284 王 一 03 0. 3172E 一 03 
2.8 0..6137E—09 0. 7094E 一 09 0. 6760E—09 0. 3643E—09 0. 2686E—09 0. 4449E—09 
4.0 0. 6220E—03 0.7443E—03 0. 6848E—03 0. 2456E—03 0. 1233E—03 0. 3895E—03 
4.5 0. 7478E 一 01 0. 9022E—01 0. 8270E—01 0. 2726E—01 0, 1181E 一 01 0.4542E—01 
S50 0. 9000E 十 01 0. 1095E 十 02 0. 1000 尼 十 02 0. 3000E 十 01 0. 1050E 十 01 0. 5293E 十 01 
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表 11-7 Tlbz) (C) ,B= 45° 


45 90 180 225 315 


. 6000E 十 01 :7121E 二 01 .7000E 十 01 . 4000E 十 01 0. 2879E 十 01 0. 4293E 十 01 
0. 05 0. 1674E 十 00 0. 2085 下 十 00 .2166E 十 00 0. 1370E 十 00 0. 9588E 一 01 0. 1174 王 十 00 
1.0 0. 4632E 一 02 0. 6017E 一 02 .6590E 一 02 0. 4631E 一 02 0. 3246 世 一 02 0. 5200E 十 01 
2.0 0. 3532E 一 05 0. 4839E 一 05 .5828E—05 0. 5058E—05 0,.3751E—05 0. 2671E 一 05 
2.5 0.3653E—06 0.3516E—06 . 3002E 一 06 0. 2093E 一 06 0. 2229E 一 06 0..33832E—06 
4.0 0. 9474E—02 0. 9713E 一 02 7 了 02 0.1641E—02 0. 1403E 一 02 0. 6942 王 一 02 
4. 5 0. 2962E 十 00 0. 3300E 十 00 .2774E 二 00 0.6901E—01 0.3523E— 人 O01 0. 1959E++00 

.9000E 十 01 1095EF92 . 1000E 十 02 .3000E 十 01 . 1050E 十 01 1 5293 下 十 01 


表 11-8 Tlbgz) (C) ,8= 90° 


90 180 225 315 


0.0 . 6000E 十 01 72 十 时 .7000E 十 01 0. 4000E 十 01 0. 2879E 十 01 0. 4293E 十 01 
0. 05 . 3337E 十 00 .3952E 二 00 .3885E 十 00 0. 2239E 二 00 0. 1624E 二 00 0.2400E 十 00 
1.0 .1856E 一 01 -2193E—01 . 2157E—01 0. 1253E—01 0. 9155E—02 0. 1341E 一 01 
各 汪 : 7919E—05 . 9448E—05 : 8915E=085 0. 3936E 一 05 0. 2407 正 一 05 0. 5224E—05 


4.0 .2769E 一 01 .3356E—01 . 3070E 一 01 0.9617E—02 0. 3745E 一 02 0. 1652EE 一 01 


4. 5 . 4992 下 十 00 .6062 下 十 00 .5541E 十 00 0. 1699E 十 00 0: 6289E—=—01 0. 2957E 上 十 00 


5.0 . 9000E 十 01 : 1095 下 十 02 . 1000E 十 02 0. 3000E 十 01 0. 1050E 十 01 0. 5293E 十 01 


表 11-6~11-8 表 表明 : 本 文 解 满足 边界 条 件 。 各 向 异性 角 改 变 ， 柱 壳 内 温度 分 布 
变化 明显 ， 各 向 异性 明显 。 圆 柱 充 中 间 部 分 温度 明显 低 于 边界 温度 值 ， 这 是 与 本 节 设 定 的 
温度 边 值 条 件 决定 的 ， 也 和 物理 常识 一 致 ， 这 表明 所 得 解析 解 是 正确 的 。 


第 12 章 各 向 异性 圆柱 薄 壳 非 稳 态 热传导 一 一 
参数 复数 柱 面 多 项 式 与 参数 复数 柱 面 函数 


圆柱 壳 是 常见 的 结构 单位 ， 由 于 几何 上 相似 性 ， 柱 坐标 (~,0,z) 分 析 圆 柱 这 问题 比较 
方便 。 圆柱 壳 内 非 稳 态 物 理 场 求解 是 典型 数学 物理 问题 。 在 第 11 章 基 础 上 ， 本 章 采 用 一 
般 复 数 柱 面 函数 思想 求解 ， 引 入 了 参数 复数 柱 面 函 数 ， 求 解 柱 面 内 各 向 异性 的 热传导 非 稳 
态 偏 微分 方程 的 初始 边 值 问题 。 


12.1 各 向 异性 圆柱 薄 充 非 稳 态 热 传导 控制 方程 求解 


考虑 各 向 异性 圆柱 薄 充 ， 圆 柱 半 径 为 尺 ， 圆 柱 体 高 度 为 二 ,在 圆柱 边界 (= 之 zx < z;) 
与 外 界 进行 热 交 换 ， 柱 面 与 外 界 环境 换 热 ， 这样 圆柱 体温 度 场 分 布 与 (9,z) 有 关 。 柱 坐标 
下 非 稳 态 热 传导 控制 偏 微分 方程 为 


2 志 : 2 +k 4 0 + 24 i 方志 + 2 人 (人 T=, 了 C2 = 
式 中 T(0,z,1) 一 一 柱 体温 度 分 布 函数 ; 
9 一 一 热源 函数 ; 
[一 一 密度 ; 
C, 一 一 材料 比 热 ; 
3 圆柱 壳 厚 度 ; 
hh, 一 一 人 性 学 与 外 界 环境 热 交 换 系数 ; 
Ts 外 界 环 境 温度 。 
圆柱 过 一 种 边界 条 件 为 
zi = 0,T(0,0,1) = 0;z2 = L,T(L,0,t) =0 (12 - 2a) 
圆柱 壳 男 一 种 边界 条 件 为 
Ty 一 (二 十 ks 2) = 0 (12-2b) 
圆柱 过 初始 条 件 为 
T(z,0,0) = plz,0) (12 -3) 
设 方程 (12-1) 有 解 
和 二 = utz WIT (12 -4) 
下 面 假设 郭 体 没 有 热源 。 如 有 热源 ， 可 以 求 得 控制 方程 特 解 ， 秋 加 在 一 般 解 析 解 中 一 


并 求解 处 理 。 
将 式 (12 -4) 代入 方程 (12 一 1) 分 离 变量 可 得 
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J 1 a2 u 洒 u 0 2 9 友 ， 
Fr (k2e Ri oF 十 As 一 一 3 7 十 2k2: 林 0D 2 Se 
= 一 一 人 
al" u 
i | k.. 
式 中 4 二 0 ,4 为 分 离 常 数 。 rs 
1 
这 样 可 得 
一 0 
av 9 iu 1 a 
K;, ag ee + 2K - + (A 2 外 人 pd = 0 
R2: By 
其 K ee == K,; 之 , K,, ee o 
MP fs RR Rks 
根据 方程 (12 -6) 可 得 
I(t) = Ae™ 


根据 式 (12-4), 式 (12-2a) 可 写 为 
zl = Ou(x3D = 0 SS Lau(zy) = 0 
设 
殉 皇 > Ae™ OO ( 


将 式 (12-10) 代入 方程 (12 -7)， 可 得 特征 方程 
hh 


n Ky — ns —2Kans+ (A—2 译 Pn = 和 ( 
特征 根 Sn 
$1 三 一 Kw 十 RS 二 米 二 有 全 二 
kas 7 
( 
= 一 
| ka 7 
根据 边界 条 件 可 以 确定 特征 根 。 下 面 分 情况 讨论 : 
1) 如 K 和 一 Kj 十 (4 一 2 人 二 <0,s 和 sy 为 复数 根 。 因 此 ， 可 记 、 
如 下 
Si 一 Cl 上 10) LD 4 ib ( 
根据 式 (12 -13)， 可 得 方程 (12 -7) 解 为 
二 Ai,e "mr*cosn(0 二 arr) 十 Ase”"m*sinn(0 十 air) 十 
( 


As,enr"cosn(0+ ar) 二 Ae sinn(0+ ax) 


将 式 (12-14) 代入 式 (12 - 2a) 可 得 
pW A:， Ai: SS A 一 0 


2) 如 果 RN 一 Ko 二 雁 一 外 二) 工 =0vaunwos 为 实数 ， 可 得 
3 


(12=6) 


(12— 7 


《12 一 8) 


(二 2 一 汐 )》 


12—10) 


a TL) 


}2— 12) 


,和 $3.， 


12= 13) 


12 一 14) 
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Si = Wy So Wi 


采取 类 似 步 又 ， 这 种 情况 只 能 有 平凡 解 。 
/ 


3) 对 于 Ks 一 Kw 十 4 一 2 党 庆 ) 志 之 0， 根据 式 (12 -12), 可 得 方程 (12 -7) 的 
解 为 
4 一 = Da ee + As.,e™” )e”™ (12—15) 
将 式 (12 -15) 代入 式 (12 -9) 可 得 
As 一 一 次 (12= 16) 
和 
] 1 
= 0 (C12 ~ 17) 
evia @ 汽 尼 
这 样 可 得 特征 方程 
eet) = 1 (12= 18) 
将 式 (12 -12) 代入 式 (12-18) 可 得 
= Kw 二) 2 二 2 和 外- 工 
> (天 2 一 天 2)7 十 (人 )n 二 2 二 a (12— 19) 
其 中 站 一 0, 士 1], 士 2, 士 3,… ,7 一 0, 士 1, 士 2, 土 3, 。 
和 
ES 证 (12—.20) 
sm =— Ks [2 = 21) 
根据 式 (12 -15) 可 得 
u = A > A Le tsiemems? SB etsnms) ] (12-— 22) 
对 于 "一 0 情况 ， 方程 (12 -7) 的 解 为 
Sy - | 2 所 1 
Ww 一 > [asin 一人 Si 一 2 2] 《12 = 23) 
所 交 动 33 
对 于 边界 条 件 (12 -2a)， 根据 式 (12 - 23) 非 平 凡 解 条 件 可 得 
] 1 mx a 
知 三 吕 这 去 (了 (12 = 24) 
和 
dam = 0 es 


根据 式 (12-4) (12-8) (12-23) (12-24) 和 “(12-25), 可 得 一 般 解 析 解 
Tt yy yi 3 > wot [ @it 0 Wi) — en Otsg ,nom 1 ] 十 Dune Cas 本 n Ze 


UA m0 sy 


(12.— 26) 
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其 中 Ai 一 Amwr 二 isaon 为 待定 常数 
12.2 有 限 长 各 向 异性 圆柱 壳 两 端 给 定 温 度 值 的 非 稳 态 热传导 解 


对 于 边界 条 件 (12 -2a), 将 :=0 代 入 (12 -26)， 再 根据 初始 条 件 (12 -3) 可 得 


> S 2 ef) ] 十 Da sin 了 = CCzy0) 


放 一 一 01 咱 天 0 一 一 o 1 天 0 


求解 式 (12 -27)， 可 以 确定 Aw 和 a1., 。 
人 A 
定义 : 第 一 类 参数 复数 柱 面 多 项 式 0 (z) 和 第 一 类 参数 复数 柱 面 函 数 0 (xz.0) 
人 
OO , (2) = enn 一 ea (12 一 28) 


Ge (12 -29) 
本 章 12.4 节 给 出 证 明 : 如 gp(z,0) 为 在 柱 面 上 分 段 光滑 函数 .那么 g(z.0) 可 以 展开 为 
二 维 复数 级 数 


| 
p20)= 2 >》 BO C0) + Db,si Te (12 -30) 
Ji 一] 


nn 三 一 9,H 闫 0m 二 一 wp ,Mn 关 0 


其 中 Bl 为 复数 常数 ， 可 写 为 
Bm = Br BY ns (12— 31) 


> 前 系数 常数 ， 根 据 下 式 


A 
对 比 式 (12-27) 和 (12-30) 中 O、(z,0) 和 ss 


Bin.r = Arsmrs Bn = Arnmis brn = a (C12 = 2) 

可 以 确定 Ar Acwivan， 这 样 就 可 根据 式 (12 -26) 确定 各 向 异性 圆柱 过 内 非 稳 态 
温度 场 。 

圆柱 壳 面 内 物理 场 求 解 是 物理 、 工 程 和 数学 领域 经 常 遇 到 的 问题 。 本 章 引 入 的 复数 柱 


面 函 数 展开 方法 包括 函数 O， (=,9) 和 分 离 空 间 坐 标 函数 和 时 间 函 数 的 常规 分 离 变 量 法 ， 


方法 的 一 个 基础 就 是 0、 (z,0) 在 柱 面 上 的 正 交 性 。 本 章 引 入 的 复数 函数 方法 也 可 以 应 用 
于 在 其 他 领域 研究 中 。 


12.3 第 一 类 复数 柱 面 函数 展开 定理 


考虑 圆柱 面 (0 三 > 三 L， 0 二 0 过 2x )。 对 非 稳 态 热传导 方程 (12 - 5) 中 分 离 常 数 
写 为 1,，。 对 于 ， 方程 (12-7) 解 为 


A 
六 六 Br am (ke 于 妆 = ny 
| a RK 
(1 = 34) 
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页 式 与 参数 复数 柱 面 函数 。 223 。 


将 式 (12 -33) 代 信 方程 (12 -7)， 得 到 


A A 
dO, (z) ddO. (z) 
4 OO G2) 十 2Kss nil a EL No 
. dz dz 


emg{ a 
Chm dz ] 


A 
而 RE CO 《2) 三 


>|- 
本 


2 个 
“6 
(12— 35) 
根据 式 (12-19) 和 “(12 一 34), Nw 和 sj 是 n 的 偶 函 数 。 这 样 一 个 4,, 与 两 个 方程 
关联 ， 一 个 是 关于 的 方程 (12 -35)， 另 一 个 关于 一 nn 的 以 下 方程 
a ta 


-i 2 1)6 i i 一 一 a 
ew [CA,., 3 Wi Kzz CO 《2 


(12 — 36) 
方程 (12 -35) 和 (12 -36) 可 称 为 连带 方程 。 


人 人 A 
0O,，(z)ew 的 共 锋 函数 写 [O,,，(z)e*]”。 根 据 式 (12 -34) 和 O，(z) = eiwn 一 


A A 
LO; (0] =O , (x) C12 = 8 
根据 式 (12 -37), 方程 (12 -36) 可 改写 为 


A 
A ] 0 ”二 
hl ) LO， (>z)】 — 2K,,ni dl mr ] 下 [ 2 


—uw EE 
I 8 ks, Pe oe dz 


和 
— mRKy[O un (z)]* }= 0 (12 — 38) 


人 人 
没 O, (xz)e”w、0O,,，(z)e” 是 方程 (12 - 7) 分 别 对 应 lw 、huw 的 解 。 根 据 方程 


(12 -35) 和 方程 (12-38) 可 得 


A A 

) 日 O,, (z) A 

ew? [Cs — 2 (z) 2K,ani ! 十 5 nn Kz QO, (z=0 
| 0 k 呵 dz a oy 
(12-.39) 
A 
遍 dLO_ , (z)]* 

六 Cai 一 2 二 LA (z)] — 2Kani 人 十 

(12 -40) 


__A 
d [LO (z)]" 
dz 


we Ka[O, C2 = 
方程 (12 - 39) 乘 以 一 [O，，(z)ew]' ,方程 (12 -40) 乘 以 他。 (z)em ， 然 后 将 所 
得 两 式 相 加 ， 再 对 以 上 所 得 两 式 相 加 之 和 从 = -0 到 = 一 上 对 * 坐标 进行 积分 ， 可 得 


LA 
A ) | Glo thd =y (12 -41) 
由 于 jw 天 jw ， 可 得 


"人 A 
| OO (2) LO，， (z)] "dz=0,m 3m, (12 - 42) 
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根据 Sturm - Liouville 理论 ， 由 式 (12 -42)， 可 得 第 一 类 复数 柱 面 函 数 0、 (=.0) 在 
圆柱 面具 有 正 交 性 。 
当 nn 二 0， 可 得 wu 的 傅立叶 级 数 解 


= Dh win 了 (12 — 43) 


WR 
glz, OO=Rer 5) > Bi ,人 (a0)]+ Db. sn C144) 
上 式 被 称 为 g(z,0) 的 第 一 类 参数 复数 柱 面 函 数 展开 下 面 的 定理 给 出 函数 具有 第 一 


类 参数 复数 柱 面 函 数 O、(z,0) 级 数 展开 的 充分 条 件 ， 给 出 了 0O、(z,0) 级 数 系数 计算 公 
式 。 下面 定 理 和 傅立叶 级 数 展开 和 贝 塞 尔 级 数 展开 类 似 。 

第 一 类 参数 复数 柱 面 函 数 展开 定理 

如 果 p(z,0) 在 柱 面 (0 过 z 达 上 ,0 过 9 之 2x ) 上 分 段 光滑 , g(0.0) = pg(L,0) 一 0， 


那么 p(z,9) 具有 第 一 类 参数 复数 杜 函数 0， (z=,0) 展开 式 
p(z,0) = Rer 27 2 Bi O， (z,0)]+ [basin SFEz] (12 -45) 
A A 
其 中 心 ， 可 以 根据 傅立叶 级 数 方法 确定 。O、 (xz.0) 一 e" ec 一 es) LO (CO 


A 
为 0， (xz,0) 共 思 式 。 


得 27x A 
| | p(z,0) LO、 , (z,0)] dOdzx 
Bi,., 三 一 一 - C12= 46) 
3 [N,.,] 


L fr2x A A 
LN = | | O, ,(z.0) LO、 (=.0)] ddx (12—47) 


对 于 柱 面 (0 三 z 亿 LL，0 志 0 2x) 内 任 一 点 (2,0) 、 如 g(xz.0) 在 (=z.9) 连续 ,第 


一 类 参数 复数 柱 面 函数 O， (=,b) 展开 收敛 到 p(=.0) 。 


第 13 章 球 坐标 各 向 同性 热传导 方程 一 一 
实数 景 级 数 方法 和 勒 让 德 级 数 


13.1 引言 


对 于 球形 域 、 球 面 域 的 数学 物理 问题 ， 应 采用 球 坐 标 研究 此 类 数学 物理 方程 。 在 对 各 
向 同性 热传导 球形 域 问题 求解 时 ,会 遇 到 勒 让 德 方程 。 在 求解 其 他 经 典 数学 物理 时 也 会 遇 
到 勒 让 德 方程 。 法 国 数学 家 勒 让 德 在 1783 年 发 现 了 勒 让 德 多 项 式 ， 并 加 以 研究 给 出 了 勒 
让 德 多 项 式 的 一 些 性 质 ， 从 此 开创 了 球 坐 标 下 偏 微分 方程 求解 的 勒 让 德 方法 。 本 章 介绍 实 
数 寡 级 数 球面 函数 方法 和 勒 让 德 级 数 方法 。 实 数 球面 函数 方法 和 勒 让 德 级 数 在 处 理 球 形 
域 、 球 面 域 的 各 向 同性 数学 物理 问题 时 是 一 重要 的 工具 。 在 求解 各 向 异性 数学 物理 问题 
中 ， 可 能 会 遇 到 含有 待定 函数 关于 空间 坐标 的 奇 次 交叉 偏 导数 数学 物理 方程 ， 如 球 坐 标 下 
各 向 异性 热传导 方程 ， 这 时 常规 的 实数 寡 级 数 方法 和 勒 让 德 级 数 方法 不 能 适用 。 在 以 后 章 
节 ， 还 将 引入 复数 球面 函数 和 系列 球 多 项 式 ， 对 球 坐标 下 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 等 问题 
进行 求解 。 


13.2 球 坐 标 下 的 各 向 同性 热传导 方程 


球形 区 域 上 的 各 向 同性 热传导 方程 为 


i 
其 中 R 为 球 域 的 半径 , 0<rR, 0<0<x, 0<9<2r。 
边界 条 件 为 
ul,= R= /(0,9) (13 -2) 


方程 (13 -1) 也 称 为 球 坐标 下 的 拉 普 拉 斯 方程 

下 面 我 们 先 从 (13 - 1) 中 导出 勒 让 德 方程 。 

设 (13-1) 有 解 u(r,0,g) 二 RC(r)Y(0,p) ， 并 代入 方程 (13 -1) 可 得 
yea R, 2 aR, ,RoY wh oY, 1 oY 


7 ) ~( 7 -一 >) 二 
Ar 中 F , 动 六 Fe 也 巡 sin0 90 sin20 9 po 2 
对 上 式 推 导 可 得 
广 (9 R 2 IR 二 1 (oY cos0 9Y 1 9°Y) = 
及 | [a rr dr Y do 0 sing 9 0 sin’0 9 oy 
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< 


图 13-1 球 坐 标 


2 oR, 于 —XR=0 (1 一 3 
9 "oi 河 浆 


a2Y ，cos0 9Y ] 3 
ao0 sing 90 sin0 0 


可 将 和 记 为 (1 十 1) 形式 ， 这 样式 (13 -3) 和 (13 -4) 可 写 为 下 式 


7 +2r EHDR=0 (13-5) 


92Y ,| cos0 9Y 1 D2 | | 
T Y= 0 C13=6) 
a sing 90 sin0 9¢ mb 13-6 


由 于 式 (13 - 6) 的 解 Y(0,q) 与 半径 1 无 关 ， 故 称 为 球面 函数 或 球 函 数 . 
再 设 Y(0,g) = 9(0)@(p) ， 代 人 式 (13 -6) 可 得 


A C1 — 4) 


d:@, ， cos d9 © dg 
十 让 nD de 二! 二 685 =0 
设 工 = cosg ， 代 入 上 式 可 得 
zx 2 1 d:8 办 1 de 2 l di® 2 
j= |- 薄 x2 ) 一 = 
机 一 B dp 一 交 
(13 -7) 
由 上 和 式 可 得 
一 0 
(13 -8) 
(1—z’ ,98 委 虱 
考虑 球 坐 标 下 B(y) = Bl(g 十 2x) 周期 性 ， 可 得 mm 二 0，1，2，3， 
习惯 上 ， 为 简便 起 见 ， 记 9(0) 记 为 y(x) ， 于 是 方程 (13 - 8) 第 二 式 改 写 为 
也 一 4 外 十 [于 未 一 y=0 (13 -9) 
dx’ dz ] 一 民 : 


方程 (13 -9) 称 为 连带 勒 让 德 方程 。 如 mm 二 0, (13 -9) 简化 为 
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(ye dy yy .6 (13 -10) 
dz” dx 


方程 (13 - 10) 称 为 勒 让 德 方程 。 
13.3 勒 让 德 方程 的 实数 震级 数 解 


勒 让 德 方程 (13 - 10) 有 如 下 寡 级 数 解 


y= Dr 一 za 十 az 十 ae 妇 十 …… 十 az 十) C13.— 11) 
k=0 
其 中 a ，C 为 实数 待定 常数 。 对 式 (13 - 11) 逐 项 微分 后 代入 方程 (13 - 10) ， 可 得 


Ca TF OC Dom — ge YE Cat FI LD Yas =0 


人 一 0 k=0 k=0 


整理 可 得 


- 


UG Td OO Da TE De 
k=0 


[Ck 十 CO)(k 十 C 十 1) 一 n(n 十 1)Jarjx" 一 0 
令 工 的 各 次 寡 的 系数 均 为 零 ， 可 得 
CCC 一 1)u =0 (13 -13) 
C(C+la=0 (13 -14) 
(十 C 十 2)(R 十 C 十 l)ass 一 [二 C)(AT+TC+1 一 (十 1)]aw = 二 0 (13-15) 
由 方程 (13 -13) 可 得 C=0 或 C=1， 由 方程 (13 -14) 可 得 C=0 或 C= 一 1 ， 由 方 
程 (13-15) 可 得 系数 ww 的 递 推 关 系 


达 十 CE 十 C 十 了 一 4 十 1 
(k 十 C 十 1)(k 十 C+ 二 2) 人 


QH 一 


,一 0,1,2,… 


取 C 王 0， 可 得 


1 加 
dm 一 ”人 二 到 大 下 可 ld, 


其 中 Un ， adi 都 是 任意 实数 常数 。 在 上 面 的 递 推 公 N\ 式 中 ， 取 & 一 Qs Bs yy 人 分 
别 可 得 


一 
21 Un 


1)2 /一 2 二 DU+3) 
41 四 


as 一 ( 


rr TiLCL 一 2) (一 2 十 2)(0( 十 1)(0 十 370 十 2 一 1) 
az;, = (— 1) C92)1 an 
27 


再 令 = 3 2 2i—1, “es 分 别 可 得 


4 一 DC 十 2)(C 十 2)， 
31 a 


as 二 一 


。228 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 也 数 


CDUTDUTODOUTSY 


ds = (= 1)" 51 1 


(1 一 ye 相 一 站 十 DUTOUT4) +t) 


wairi = Cd) 《2 二 1 


将 这 些 值 代 入 式 (13 -11)， 推 导 可 得 
全 4 二 220 十 1DC 士 3) 十 .十 


y= nLl 


列 “ 41 
二 (13—16) 
i LS )(/ 光 jE 
鉴于 ao ,a 的 任意 性 .所 以 函数 
yl At DU DF 
21 11 
一 bd 2 a 
© I 1) (4 Sf HEE Ds 


分 别 都 是 勒 让 德 方程 (13 - 10) 的 解 ， 显 然 ， 当 ww 天 0 时 . 它们 是 线性 无 关 的 . 
定义 : 实数 函数 L(x ,7) 9 Ly (xl) 


Li tier ly 1 人 十 1 十 信 ( 一 2 十 1)C 二 2) 
21 41 
号 y 光 = 二 


(13 - 17) 
Li(x,L) ,L(x,l) 是 求解 球面 各 向 同性 数学 物理 问题 的 基本 顺 数 。 

如 果 开 始 时 取 C= 王 1，C= 一 1, 重复 前 面 的 做 法 ， 所 得 的 级 数 解 与 C=0 获得 结果 相 
读者 可 以 自行 演算 。 

zx 在 (一 1,1) 内 , 式 (13-16) 即 为 勒 让 德 方程 (13 - 10) 的 通 解 。 

当 |xz| 过 1 时 , /不 是 整数 时 ,Li(z,L) 和 上 L(xr,l) 都 绝对 收敛 。 可 以 证 明 L(xr.L) 和 
L(x 人) 在 |z+|==1 时 都 发 散 ， 此 时 勒 让 德 方程 的 解 在 + 二 1 和 z= 二 一 1 时 发 散 。 
|z|= 1 是 指 球面 的 南北 极点 。 对 于 一 个 球 带 来 说 ， 由 于 球 带 不 含 球面 的 南北 极点 ,这 
样 ， 我 们 在 处 理 球 带 面 时 ， 就 不 遇 到 |z|= 1 的 情况 ， 那 么 已 有 的 L(xz,L) 和 1:(CrL) 是 
够 求解 方程 了 。 但 是 如 果 要 研究 的 问题 是 一 个 球 冠 问题 (包括 一 个 极点 )， 那 就 要 涉及 到 
|z|= 1 的 情况 ; 如 果 是 研究 完整 球 来 说 (包括 南北 极点 );， 也 要 遇 到 肯定 |z|= 1 情况， 
那么 已 有 的 Li(r,L) 和 L(xz,l) 要 产生 发 散 问 题 ， 而 实际 物理 问题 是 不 能 有 无 穷 大 问题 ， 
极点 函数 值 的 有 限 性 就 成 了 球面 域 数 学 物理 问题 的 自然 条 件 。 从 以 上 数学 推导 来 看 ， 数 学 
运算 是 严密 的 ， 那 么 解决 问题 的 关键 就 在 于 ! 的 数值 选择 上 ， 对 于 特定 ! 数值 , L(x./) 或 
Ls(zx,L) 就 变化 为 勒 让 德 多 项 式 。 


的 


同 


13.4 勒 让 德 多 项 式 


当 /! 不 是 整数 时 ， 勒 让 德 方程 解 就 是 式 (13 - 16)。 在 实际 数学 物理 问题 中 ，! 不 是 整 
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数 的 情况 是 比较 多 的 ， 这 时 (13 -16) 有 广阔 的 应 用 范围 。 但 是 在 有 些 情况 下 ， 我 们 要 过 


到 / 是 整数 的 情况 ， 这 时 就 要 分 情况 处 理 了 。 


当 /为 整数 时 ， 按 惯例 将 / 记 为 x。 仔细 观察 (13 -17)， 当 为 正 偶数 整数 时 , yo (zx) 
是 一 个 有 限 值 的 多 项 式 , wm (zx) 为 无 穷 多 项 式 ， 而 yi;( 士 1) 发 散 , 此 时 (13- 16) 取 al 二 0， 
则 得 勒 让 德 方程 在 闭 区 间 [一 1，1] 上 的 有 界 非 零 解 为 yo(x) 。 同 理 ， 当 ?为 正 奇数 整 
数 时 , yi(zx) 是 一 个 有 限 多 项 式 , yo (x) 为 无 穷 多 项 式 ， 可 以 证 明 yw ( 士 1) 发 散 。 此 时 取 


as 二 0 ， 可 得 在 [一 1，1] 上 的 有 界 非 零 解 为 y,(x) 。 
把 这 种 多 项 式 的 最 高 次 方 究 x" 的 系数 规定 为 


py (2n)1 
2” (nl1)’ 


根据 北 推 公式 
(ER 十 27(& 十 1) 
(7 一 有 &)(R 十 7 十 1) 全 


式 中 & 委 ) 一 2 ， 以 a 来 表示 其 他 各 次 项 的 系数 


Uh. 


pe 2 一 1) ， 
人 2(22 一 1)” 
(2 一 2)(72 一 3) 
2 


Don 


i A(A— 二) 元 一 2) (Nn— 3) 
-Ma I 
(2nCO— 4)! 
2"21(n—2)1(n— 4)1 
(2n 一 6)! 
2"31(2 一 3)1(2 一 6)1! 


一 ( 1)2 


dn 一 ( 1 


由 数学 归纳 法 ， 可 得 


(2n CO— 2m)! 
2mln—m) ln am 2m)!’ 


访 yigii) 二 《 


m 一 0,1,2，…[ 术 ] 


其 中 [可 表示 对 号 取 整 ， 于 是 当 为 正 偶数 整数 时 ， 将 这 些 整数 代入 


(n 十 1) ， (2 一 2)(2 十 1)(2 十 3) ， 
ee n A | n nl 
可 得 
ys (2n)1 本 (27 一 2)! o 二 


Zn DT 一 2 


fsl= 


es py (一 1 es nl m2m 


a 2"ml(n—m)!l(n om 2m) 
当 n 为 正 奇数 整数 时 ， 将 上 面 的 a 表达 式 代入 
(mC— 1)(n+ 2) jf (nCO—1)(n—3)(n 二 2)(n 二 4) 


N= aiLz 


可 得 


31 5 郊 : 十 多 


(13—]17) 


(13 一 18) 


(18.=19) 


(13— 20) 
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(2n CO— 2m)1 
ne (Gn : 2 (C13 21) 
> 5 Fm Tn ml on mdt 


把 式 (13 -20) 和 (13 -21) 这 两 个 多 项 式 写 成 统一 的 形式 . 记 为 已 ,(z) ， 即 


. 97— 2 1 机 
PR = YY 19 i (13 -22) 


2mil(n mm)!(n CO— 2m) 


其 中 
于 , 当 ) 为 偶数 时 
2 本 了, 当 ， 为 奇数 时 


这 个 多 项 式 称 为 一 次 勒 让 德 多 项 式 〈 或 称 为 第 一 类 勒 让 德 果 数 ) 。 
Pi) 


三 号 上 二 
Pa(7) = 7 7° Ps(7) 7 7 7 
\ 
-部 生 5 3 3 1 人 
Pi fo 2 7 tH Pi(7) pa ?本 7 让 7 
计算 分 析 可 得 
P= 
TaN) (13- 23) 
(2n)1 
Ps (0) = (— lJ) Fr ny 
P, (zx) 可 以 用 一 种 简明 的 形式 来 表达 
| to 
= 7 和 -24) 
人 Gn dx (2 1) C13=24 


式 (13 - 24) 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 罗 德 里 格 斯 (Rodrigues) 表达 式 。 
综 上 所 述 ， 关 于 勒 让 德 多 项 式 可 得 出 如 下 结论 
当 ? 为 整数 , yo 与 y, 中 有 一 个 是 勒 让 德 多 项 式 P,(x) ， 另 一 个 仍 是 无 穷 级 数 〈 记 作 
Q,(Cz) )， 此 时 勒 让 德 方程 的 通 解 是 
= TCM) 
其 中 Q, (x) 称 为 第 二 类 勒 让 德 函 数 ， 它 在 闭 区 间 [一 1,1] 上 仍 是 无 界 的 。 


13.5 勒 让 德 多 项 式 递 推 公式 


勒 让 德 多 项 式 是 从 拉 普 拉 斯 方程 得 来 ， 从 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 来 推出 勒 让 德 多 项 式 
的 母 函 数 


G(r,z) = 一 人 (13=257 


通常 把 CCz,z) 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 母子 数 。 
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由 表达 式 (13 -25) 可 推出 如 下 结果 
P(r 他人 0 1 


Plyy = | 
dG sd 

Py (wy 21 可 二 |:-。 BD 2 
1 dG 

P(e ny 了 | =0 

P,(1)=1 


P,(—1)= ( Dn 
由 展开 式 (13 -25) 可 推出 三 个 重要 的 勒 让 德 多 项 式 的 弟 推 公式 ， 即 
P’, (x) = xP', (7x) 一 7P， (x) 
(2n+ DxrP(zx)—nP, (rz) = (n+1)P (zx) (13— 26) 
nP, x) P(x) = zP', (x) 
式 中 n==1，2，3,，… 
式 (13-26) 中 三 个 递 推 式 经 常 被 用 到 。 


13.6 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 


应 用 勒 让 德 多 项 式 来 求解 数学 物理 方程 ， 需 要 将 给 定 在 区 间 [一 1,1] 内 的 函数 按 勒 让 
德 多 项 式 展 开 为 无 穷 级 数 。 

定理 13. 1: 勒 让 德 多 项 式 序列 P,(z),P,(z),P,(z),… 在 区 间 [一 1,1] 上 满足 下 列 积 
分 等 式 


| | 0,m 关 nn 
| PP Gr ,Crd = 2 (18=27) 
| 一 -一 一 一 
Ee n 
可 以 推 得 
] 
| EFT pg] 本 (13 -28) 


可 称 所 为 P,(z) 的 归 一 因子 。 惑 让 德 多 项 式 乘 上 归 一 因子 之 后 ， 就 可 得 到 在 
区 间 [一 1,1] 上 的 标准 正 交 函数 系 。 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 可 以 用 来 展开 函数 。 


13.7 传 立 叶 - 勒 让 德 级 数 


可 以 证 明 ， 如 函数 / (x) 是 定义 在 区 间 [一 1,1] 内 分 段 光滑 的 实 值 函 数 ， 且 积分 
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| [GJdz 的 值 有 限 ， 则 / (x) 可 以 表示 为 


一 (13 -29) 
式 中 CG, 一 一 待定 常数 。 
1 
C, = 2 | fayP, Cede = O01s2 se (13 -30) 
1 


其 中 在 间断 点 x。 处 ，(13 - 29) 右 端 的 级 数 收 伍 于 0.5[L /f(z 一 0) 十 /(xw 二 0)]。 
级 数 (13 -29) 称 为 函数 / (zx) 的 傅立叶 一 勒 让 德 级 数 。 今 == cos9 ， 则 (13 -29) 
(13 -30) 这 两 个 式 子 可 写成 


flcos0) = DP,(cos0) ,0 < 0n. 


区 二 tt | fCeos) PCcosg)sinygdg 
勒 让 德 多 项 式 自 1783 年 由 勒 让 德 提出 以 来 ,经 过 数 百年 的 研究 已 发 展 为 一 个 完整 阴 
数 体 系 ， 本 童 只 简要 介绍 勒 让 德 多 项 式 理论 ， 详细 内 容 读 者 可 参阅 参考 文献 [4] [5] [6] 
[7] [9] 等 专著 。 
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复数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 


特殊 函数 与 物理 学 紧密 关联 。 寻 找 球 域 的 温度 场 是 一 个 经 典 的 数学 物理 问题 。 对 于 球 
面 上 的 热传导 问题 ， 尽 管 其 相对 球体 问题 要 简单 一 些 ， 但 在 实际 工程 问题 中 ， 如 薄 壁 球形 
壳 可 以 简化 成 球面 模型 计算 ， 球 面 结构 问题 求解 在 理论 和 工程 中 均 有 价值 。 对 于 各 向 异性 
球面 热传导 偏 微分 控制 方程 ， 新 增加 了 温度 函数 关于 坐标 的 奇 次 交叉 偏 导数 ， 过 去 常用 的 
实数 多 项 式 、 勒 让 德 方法 已 不 能 适用 。 本 章 引入 了 求解 球 坐 标 下 偏 微分 方程 的 第 一 类 复数 
球 多 项 式 0 心 (z) 、 第 二 类 复数 球 多 项 式 Q(x) 和 复数 球面 函数 Z.(Cz,p) ， 用 以 求解 各 
向 异性 球面 稳 态 热传导 方程 ， 完 成 理论 求解 后 ， 进 行 了 验证 数值 计算 。 研 究 表明 ， 常 规 实 
数 客 级 数 为 复数 球 多 项 式 的 特例 ， 复数 球 多 项 式 是 球 坐 标 下 数学 物理 方程 更 广义 的 级 数 
方法 。 


14.1 球 坐 标 下 的 各 向 异性 球面 热传导 控制 偏 微分 方 各 


考虑 曲线 型 各 向 异性 薄 球 面 ， 球 半径 为 R， 假 设 球面 足够 薄 ， 那 么 温度 场 分 布 可 简化 
为 与 径 向 坐标 7 无关， 球面 与 外 界 环 境 绝 热 ， 仪 在 球面 边界 与 外 界 进行 热 交 换 。 这 样 球 坐 
CR 


1 1 了 2 个 
A， 一 33 3 
re Rnd Sin0 gH) 十 2 十 si doa 


其 中 ks, = ks cos*B 十 ks sin*B,kzs = as = (ks — ks)sinBcosB, ks = As sin2B 十 As cos2B 
式 中 T(9,y) 为 沿 球面 的 温度 函数 ，g 是 热源 函数 ， 方 向 2 为 球 坐 标 方 向 角 g (0 gp 过 2x) 
方向 (地 理 纬 线 方向 )， 方向 3 为 球 坐 标 9(0 二 0 二 x) 高 低 角 方向 (地 理 经 线 方向 ) 。 ks， 
kz .kas 为 热传导 系数 。A ,As 为 各 向 异性 介质 两 个 主轴 方向 热传导 常数 (ks 二 有; ),，B 为 As 
主轴 方向 与 g 方 向 (地 理 纬 线 方向 ) 的 夹 角 。 


=g (14-1) 


引入 如 下 参数 变换 


k2; 


Rl 


高 2 Be T= cos0 (14 -2) 
可 将 方程 (14 - 1) 变换 为 如 下 偏 微分 方程 
网 可 2 ( 
Kz 全 十 [一 2r 3 工 十 (1 一 i 一 4 (14-3) 


二 一 下 dg BR 机 00D9 


。 234。 
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14.2 球 Zi 方程 、 复 数 球面 函数 、 多 项 式 及 各 向 异性 球面 热传导 解 
14.2.1 球 2Z, 方程 、 复 数 球 面 函 数 和 复数 球 多 项 式 
设 方程 (14-3) 有 如 下 形式 解 
1 DY Cr)em 《1 一 村 》 
其 中 王 = 一 1 ; m 为 整数 。 
m= 二 0 时 ， 方程 (14-3) 简化 为 
dT ET a 
Sr tI pk (14-5) 
芭 
人 ne (C14 = 6) 
将 式 (14 -6) 代入 方程 (14 -5) 得 以 下 解 
i eg es 
TD) 一 wm 十 wa 到 一 十 全 mn) (14-7) 
式 中 a。, a 为 待定 实数 常数 。 
对 于 m 关 0， 将 式 (14-4) 代入 方程 (14-3) 可 得 
Kua(l—zx 站 村 部 一 (2zK。 +2Kaim fe — Sm fe 一 0 (14 -8) 
方程 (14 - 8) 是 一 典型 复数 微分 方程 ， 这 个 复数 微分 方程 在 球 坐 标 下 各 向 异性 数学 
物理 问题 求解 中 要 经 常 遇 到 ， 记 为 Z; 方程 。 
设 
PR 有 (14-9) 
式 中 j 为 整数 , x 关 土 1 。A,,, 为 复数 常数 ， 这 与 实数 级 数 法 不 同 。 
结合 式 (14-1) 和 (14-9) 可 得 
T= DD DA 


—w j=( 


(14 -10) 
式 (14-10) 定义 了 个 复数 级 数 函数 。 根 据 数学 物理 实数 化 原理 描述 现实 物理 现 
象 的 数学 函数 应 该 是 实数 函数 ， 因 此 如 果 式 (14 - 10) 是 问题 解 . 式 (14 -10) 应 该 是 实 
数 函 数 ， 后 续 14. 6 节 中 给 出 了 简略 证 明 


如 果 之 De ew” 是 实数 函数 ， 当 mm 关 0， 


n=—% j=0 


可 得 
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因为 A 为 待定 复数 常数 ， 上 面 2 A 可 以 改写 为 Au 。 因 此 可 得 


T= TA i (14—11) 


m=1 J),=0 


S15 1A re 记 为 复数 球面 函数 ， 写 为 Z, (zx,p) ， 标 记 中 下 标 i 代表 复数 ，; 代表 


球 坐 标 。 复 数 球面 孔 数 的 实数 形式 下 文 给 出 。 
将 式 (14-11) 代入 方程 (14 -3) 化 简 可 得 


x 


Ka[2A,s dt 6xAst 127 A t207 As tt DTA (jt DG+2) — A — 
1 


j= 


2 ,Ay We 22) TWA) 好 1) 赴 2) TA 2 (7 四 2 3)] 这 起 2K; im[ A,,,, 十 2xA .2 年 
/一 4 = 


) 


37Ana 十 4A 十 DTA G+D]— Ks(2rA, thr A 6 A +2 mA 十 
j= i 


j=4 


2Kaim[z A t+27 A tt DTA GO— DI +2RKa[Lr A Dy rAd —2)]— 
j=” j=4 


| 


Kum (An tzAm i HA Aa DrA,) = 0 
j= 
(14—12) 
式 中 A 了 关 0,Asi 关 0。 今 (14-12) 中 x 的 0，1，2，3 宕 次 项 前 系数 为 0 可 以 推 得 


As = A 十 iDys A 


21 
; Ds 2 D>, 
Am = i 于 DaAnn 十 Ami( 训 一 人 D1 a) 
m2 | ss 1 . 1 D3 D3, 
A ( 3 站 2 3 Ds; 十 arb D2z )1A 十 人 (可 Do 二 41 31 Da*) 
(14-13) 


武 啤 Dw = Kym ,Ds 三 ,Ki 
令 式 (14-12) 中 工 的 7 次 短 项 (j 二 3 为 0， 可 以 推 得 四 项 复数 递 推 公式 


Ahna = 
(14-14) 
结合 式 (14-12) (14-13) 和 (14-14) 可 得 递 推 公式 
Asi 二 iAanZin 十 Anw2Znjo G3 为 偶数 ) (14 -15a) 
AN 一 io2Zoo 十 AZ (GO 十 1 为 奇数 ) (14-15b) 


其 中 nijii bn 9? 有 为 实数 ， 可 由 本 章 14. 5 节 推 得 。 
将 式 (14-15a) 和 (14-15b) 代入 式 (14 -11) 可 得 
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T a [LA a io 十 Ayix io 十 
m=1 


(iA,1 Lia. 十 Moo Zi2.0 yx Ee" 二 (Ao Lima 可 Mi Priva i 三 


CIA Be A de A A Be a 下 tm 二 


(iA,l Cj tA med )a/e”™* 十 人 pi Zin ial XE lew 十 


式 中 Aio i Ain.I i 为 复数 ， 可 写 为 


A i de 让 LA 
A = i A 
se = cos(mg) isin(mg) 


其 中 Mi yo Bi ys 为 实数 。 
将 式 (14-17) 代入 式 (14-16) 化 简 可 得 


四 


.| 
(14—16) 


Cl — 17) 


T= DO) {Ao iA )e™ LZ, (xz) +iZ, C(x) Ai iA )e™s LZ, (x) +iZ, (x)]} 


m= 1 


T= >3 { Am.0.r LZ (x)cos(mg) — Z, (zx)sin(mg)]— 
m= 1 


Ann.i[Z, (rx)cos(mg) + Z, (x)sinCmg)]+ 


pe (zx)cos(mg)—Z, (zx)sin(mg)j— 


A LZ (Xx)sin(mg) 而 2 CZz)cos(Cmap)] } 
其 中 Z, (zx) ,2Z, (7),Z, (XT),Z, (Xx) 为 实数 多 项 式 ， 定义 如 下 


中 


Sp Lr 本 1 


k= | 


加 
Zs (xX) = nt 
= 1 


Z: (x) 


< 


Z, (x) i 十 工 
=! 


Zs x) = 


.2k 
Za 2 


Nd 


~ 
站 


1 


(14— 18a) 
(14— 18b) 
C14 一 上 地 ) 


其 中 Z, (zx),Z, (x),Z, (7),Z, (xz) 多 项 式 由 mm, j (j 一 2k 或 j==2k 十 1) 和 kss ,kss kes 


确定 。 


QZ (7X),Z,(X),Z., (7z),Z, (x) 可 分 别称 为 第 一 、 二 、 三 、 四 种 球 多 项 式 。 在 某 种 意义 


Bs 2 (7z) ,2Z,, (XT) 0， (zx) ,2, (Xx) 为 各 向 异性 温度 场 的 特征 函数 。 


定义 : 复数 球 多 项 式 


第 世间 各 向 异性 球 带 面 稳 态 温度 场 方 程 一 一 复数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 ，。237。 


[Qe 2) = Z, (x) + iZ, (z) 
[Q(x) = Z, (zx) + iZ, (z) 
式 中 Q(x) 称 为 第 一 类 复数 球 多 项 式 , Q(z) 称 为 第 二 类 复数 球 多 项 式 。 
分 析 计 算 表 明 ， 对 于 各 向 同性 热传导 和 正 交 异性 热传导 问题 , Z, (x) 二 0, Z (x) = 0， 
那么 有 
Oa Cx) = 2 Cv) ,Q(z) = Zo (x) 
这 时 复数 球 多 项 式 均 变 为 实数 多 项 式 ， 与 现在 的 实数 寡 级 数 方法 一 致 。 式 (14 - 18b) 
为 复数 球面 函数 解 的 实数 形式 。 


14.2.2 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 解 


根据 偏 微分 方程 的 可 释 加 性 原理 ， 可 得 方程 (14 -3) 一 般 解 析 解 
a 


六 {Ain.s LZ (Xx)cos(mg)—Z,, (x)sinCGmg)] -> 


m=1 
A LL, (x)cos(mg) 十 QZ Crz)sin(2ap)] 十 (14 -20) 
pi LZ: (x)cos(mg)— 么 ， (zx)sin(mg)] = 

] -二流 


1 一 六 


A LZ (x)sin(mg) 十 各 (Cr)cos(mg)] }) 十 好 十 i )》 十 了 0 
其 中 AAA AN (Mm = 二 1,…,00) ,ao 和 a 为 实数 常数 ; T, 为 (14-3) 特 解 。 

式 (14-16)》 中 ZooyQBoatrioQoak il 根据 式 (14-23) 一 (14-25) 计算 。 
这 样 ， 多 项 式 2 (z) 2. (z) 2 (0z) ,2 (zx) 中 的 了 可 以 在 2J 截断 。 如 果 (14-20) 级 数 
解 的 mm 在 M 处 截断 ， 并 代入 到 具有 特定 的 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 那 么 级 数 解 存在 4M 十 
2 待定 常数 ， 有 具体 包括 AAAyAo CI 有 委 六 委 Ma 。 注 意 到 ， 球 带 具 
有 两 个 具有 特定 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 这 样 根据 cosmqp 和 sinmg 傅立叶 级 数 正 交 性 ， 可 
以 得 到 2 x (2M 十 1) 方程 ， 可 以 求解 4M 十 2 个 未 知 数 ， 问 题 得 解 。 

作为 各 癌 异 性 问题 的 一 个 特例 ， 考 虑 球 带 面 各 向 同性 热传导 问题 ,cosb 的 震级 数 和 p 
的 傅立叶 级 数组 合 构建 了 基于 分 离 变 量 法 的 球面 函数 。 本 章 引 入 的 复数 球面 函数 展开 方法 
则 可 用 来 求解 各 向 异性 球面 热传导 问题 ， 那 么 用 复数 球面 函数 方法 求解 各 向 同性 球面 热 
传导 问题 将 会 得 到 什么 结果 ?下 面 进 行 这 个 工作 。 

球 坐 标 下 各 向 同性 热传导 方程 为 


] 司 2 下 ] oT a 人 2 _ 
Ri or RL lar tll eed 
其 中 
ks = kss = hykas = 0 (14 -21b) 


将 式 (14-21b) 代入 式 (14-13) 和 (14-14)， 可 得 
Liztt1,o =0,Z,.21=0,， Z,, (7) 二 0， Z, (x)=0 
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因此 ,对 于 各 向 同性 热传导 问题 ， 式 (14 - 20) 可 改写 为 
= 


内， [A (Xx)cos(mg)—— Mrior a (zx)sin(mg) 十 


m= 1 


(14— 22) 
Mt (Xx)cos(mg)— AZ (x)sin(mg)] 二 Ww 村 In(o2) 十 工 
: 2 一 过 


式 (14-22) 为 各 向 同性 球 带 热传导 稳 态 问题 的 解析 解 ， 进一步 研究 表明 ， 这 与 分 离 
变量 法 得 到 的 球面 孙 数 解 是 一 致 的 ， 这 也 从 男 外 一 个 角度 表明 本 章 引 入 的 复数 球面 函数 方 
法 是 正确 的 。 


14.3 数值 实验 
考虑 各 向 异性 薄 球 带 面 ， 其 球面 半径 尺 为 1m, 热传导 常数 为 = 0. 30kcal/(m。h. 和 ). 


k 一 0.11kcal/(m.h.C) 。 上 纬度 边界 (0 = 30") 给 定 温度 边界 条 件 为 (3sing 十 2cosg 十 
7)C， 下 纬度 边界 (9; 二 80 ) 给 温度 边界 条 件 为 (6sing 十 5cosg 十 12)X ,球面 与 外 界 绝 


热 。 这 样 的 各 向 异性 介质 中 稳 态 温度 场 可 以 视 为 与 径 向 无 关 , 温度 只 与 (0.¢) 有 关 ， 即 
T= TOz,p) 。 


(1) 多 项 式 Z，(z),Z. (7),Z, (x),Z, (x) 系数 分 布 

考虑 多 项 式 Z, (x),Z, (x),Z, (7X),Z., (x) ,需要 研究 分 析 和 多项式 中 的 系数 Ze 
Zzrri.0sZm2k1，Zm.ztt1 。 对 于 上 述 各 向 异性 球 带 面 ， 各 向 异性 角 B 二 0 时 .系数 Za， 
ZizttiwosZwmzrn Zwmizttin 显示 在 表 14-1，14-2 ( 表 中 ，2k 和 2k 十 1 用 j 表示 )。 


表 14-12Z, ,8=0" 


.363636363636364 5.45454545454545 2 2 TILET EZ 


3 . 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
4 .219008300792087 8. 595041578466240 33. 28512495891614 
5 . 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
6 .138367184553265 11. 202604924351710 60. 282871892260130 
7 . 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
8 . 083694804429423 13.516017116471080 92.0416902302952440 
9 . 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 


.083694804429423 5.633202705977090 127. 874013000131300 
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表 14~2 ZiiwB= 0 


2 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
3 0. 7878788113594055 2. 151515215635300 4. 424242556095123 
4 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
§ 0.7165289499542930 3. 009917448054660 9. 311570528420536 
6 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
7 0. 6744302767836545 3.750313163923728 15. 262960640476800 
8 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
9 0. 6449674156456724 4. 418689914801249 22. 098046299222170 

0. 000000000000000 .000000000000000 0. 000000000000000 


对 于 各 向 异性 角 > 5 的 各 癌 异 性 球面 ? 系数 2ki0 Lm,2kt1,0 9 Za ym 数值 计 
算 结 果 在 表 14 -3 和 表 14-4 中 。 
表 14-3 Zr ji 了 B ms 45° 


. 5000000000000001 2. 000000000000000 - 500000000000001 
3 0.1544715493190580 1. 235772394552464 4. 170731831614565 
4 0. 3392078229190161 1. 427325047494967 3.475832941184560 
5 0. 1632840561015081 1.517772578444869 6. 312170681435953 
6 0. 2622227401402559 1. 072954712399580 2.084819652134091 
7 0.1589164661507345 1. 630493034246728 7.583146131311708 
8 0.2157815492636689 0. 819796006307059 0.705613993291693 
9 0. 1524435478743745 1.680565792924495 8. 374253204512380 
10 0. 1842431279558491 0. 625209556433776 一 0.587333012384398 
11 0. 1459695835497617 1.700896246356675 8. 866498027349085 
12 0. 1612122859399552 0. 468731090133007 一 1.781676613042319 
13 0. 1399747784576659 1.705171240802638 9. 158280628873525 

,1435453785027289 .338943123505389 .881343821610493 


表 14-4 2,,1 ,B= 45° 


.4634146341463415 0. 9268292682926830 . 390243902439025 


3 0. 3568312618737417 0. 4273250176926442 0. 544814610724149 
! 0.3530056256449501 0. 9703864133309055 2. 116517525098871 
5 0.2165051342643101 0, 1821070062032409 一 0. 154934887338238 
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6 0. 2959949781741706 0. 95614707674774341 2. 301241038244511 
7 0. 1529159436580214 0.0561470767477441 -0.762667340105482 
8 0. 2595766646991499 0.9279102153922089 2.476250638417930 
9 0.1161788784274990 一 0.0765681298150616 一 1.270804682145875 
10 0. 2336734857959493 0. 8961916352483474 2.462577696926551 
11 0. 0921161461991661 一 0. 1568306277000642 一 1.722976586674425 
12 0. 2140066989914217 0. 8643418472680846 2.391796630551704 
13 0.0750878632031259 一 0.2198923442611158 一 2. 106521574804049 
14 0. 1984034857572658 0. 8335477203365702 2. 285905899613976 


对 于 正 交 异性 球面 温度 场 ( ks =0 )， 从 表 14-1、14 一 2 可 看 出 ， 奇 次 项 Z,.z1.o 和 
偶 次 项 Z,.z.1 为 0。 随 着 j 增加 ， 偶 次 项 Z,.z.。 和 奇 次 项 Zi 在 二 1 时 逐渐 降低 ， 而 
在 m 之 1 情况 下 有 逐渐 增 大 的 趋势 。 Z, (x) = 0,Z、 (x) = 0 带 来 一 般 解析 解 (14- 20) 相 
对 简单 的 形式 ， 也 相对 简化 了 正 交 异性 问题 的 求解 。 

对 于 各 向 异性 球面 (As 了 关 0) ,ZaroyZwottn2Zu.z4i4 2 系列 系数 变化 情况 就 复 
杂 起 来 ， 各 次 项 Zar.。 和 Zz 均 为 非 零 项 , Ai 与 AAA Ai 相关 。 
Qios2oj 振荡 变化 ， 这 表明 各 向 异性 带 来 特殊 函数 Z， (x),2Z, (x).Z. (zr),Z., (x) 复 
杂 性 。 

(2) 复数 球面 函数 解 的 收敛 性 验证 

针对 各 向 异性 角 8= 45 的 各 向 异性 薄 球 面 进行 数值 实验 ， 其 他 计算 参数 与 上 节 相 同 。 


首先 增加 式 (14 -9) 中 jj 的 计算 项 数 J， 观察 Teos Tap 0) CC) 变化 趋势 。 


表 14-5 Tleos Pen,0) ('C ) 与 ) 变化 趋势 


J : 50 100 1000 100000 
42.5 . Ee ) 
T(cos 180 nx,0) 11. 4380 11. 4380 11. 4380 11. 4380 11. 4380 


表 14-5 显示 式 (14-20) 收敛 稳定 。 计 算 发 现 对 于 不 同 的 计算 参数 . Z, (zr,g) 复数 
球面 函数 收敛 速率 不 同 ， 当 0 0 或 9 一 180" 时 ,需要 增加 J。 当 9 二 0" 或 9== 180”.、 
Zi (x,yp) 随 着 了 增加 可 能 趋向 于 无 限 大 。 

(3) 级 数 解 对 边界 条 件 符合 性 验证 


各 向 异性 球 带 面 边界 条 件 为 T(cos 9) = (3sing 十 2cosgp 二 7)C + TCeos 二 .9p) 兰 


(6sinp 十 5cosp 十 12)C ， 球 面 与 外 界 绝热 其 他 参数 同上 。 计 算 J 二 100。 计算 结 果 见 表 
14-6 ( 表 中 yo 和 0 的 单位 为 () )。 
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表 14-6  Tlcosbg,p) (C ) ,B= 45° 


0 


9. 000 10. 540 10. 000 2s 


40 10. 610 11.930 11.040 8. 461 7.864 
50 12. 080 13.:390 12. 190 9. 183 9. 024 
60 13. 420 14. 880 13. 440 9.931 9. 898 
70 14. 670 16. 430 14. 800 10. 740 10. 550 
80 15. 860 18. 050 16. 310 11. 650 11. 020 


17. 000 


19. 780 18. 000 12.710 


表 14-6 表 明 (14 -20) 解 满足 边界 条 件 。 


14.4 复数 球面 函数 展开 法 总 结 


本 章 引 入 的 复数 球面 函数 可 用 来 分 析 计 算 球 坐 标 下 的 各 向 异性 物理 问题 ， 该 方法 可 以 
分 为 四 步 。 
第 一 步 : 首次 展开 
= DY fx) em 


以 此 将 控制 偏 微分 方程 从 实数 空间 变换 到 虚数 空间 。 
第 二 步 : 两 次 展开 
万 (Cr) = Tl 


j=0 


其 中 A 为 复数 。 令 了 工 的 太 次 宕 前 系数 为 0， 可 以 得 到 Au GO>1) 与 A,。，, A 的 四 项 递 
推 公 式 ， 进 而 得 到 Zi (zyp) 复数 球面 函数 复数 形式 解 。 

第 三 步 : 合并 m 的 计算 区 间 

根据 相关 也 数 的 奇偶 性 检查 和 物理 特性 ,2Z; (zx,g) 函数 中 m 的 计算 区 间 能 从 (一 w,%) 
合并 到 [0,w) ， 如 此 就 简化 了 计算 ， 并 得 到 实数 形式 的 一 般 解 析 解 。 

第 四 步 : 根据 傅立叶 级 数 方法 处 理 边 界 条 件 

为 了 求解 数学 物理 问题 ， 需 要 确定 待定 常数 。 将 所 得 一 般 解 析 解 代入 到 边界 条 件 ， 根 
据 傅 立 叶 级 数 的 正 交 性 可 确定 待定 常数 。 


14.5 复数 球 多 项 式 系 数 递 推 公式 


根据 式 (14-13) 和 (14-14) 可 得 
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ai = 区 吕 
Zz 二 也 
Liisa == Dap 
3 
> (lL4= 23) 
a 语 二 王 让 2 
3 
-了 _ Ds 
省 ds J5s 十 要 31D 
i 
nl 3 ; 23 31 
其 中 D,, = Km’ » D2s A Km o 
当 j 为 大 于 或 等 于 6 的 偶数 时 ， 可 得 
(ey 1 : 
Zid = = Ji 2D;; 人 
i 一 jy = 1) 


[Za — i 1.0 (J ea 1)] 人 i 2.0 


i (14—24) 
一 一 she A st 
0 pA jC 1 2 23 jj 1) 


[2 (7 = i Wil (7 a 1)] 证 Cm Zl 


当 j 为 大 于 或 等 于 5 的 奇数 时 可 得 
= = 1 
jj 一 1) jC 一 1) 


pm Se dd 


pm 
[二 


j(j—1) 
ee (} — A)t; — 3) 1 
ided dd jC = 十 2D;ss jj 二 和 


[一 av > 3) 十 i 1.0(J 1)] 二 pe 2.0 


14.6 复数 球面 函数 解 实 数 化 分 析 


分 析 式 (14-13) (14-14) (14-23) (14-24) 和 (14-25) 可 得 以 下 关系 式 
Zinigjd = Lm 
Zingthd =— 区 RE 
Zojil = Lm2jil 
Znizitly 一 一 Zt 


根据 线性 偏 微分 方程 的 可 全 加 性 ， 当 mm 了 关 0 时 


(14—26) 
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T= 2) (A,r')e” = Re(T) 十 itm(T) (14 -27) 

m=—%m k=1 

其 中 


Re(T) 一 a 十 多 In( 守 二 TT 十 


ga 


六 (六 war 2， Cz)cos(C7ap ) 一 入 (zx)sin(megp)] 二 Ansal ZB, (Zr)cos(C7p ) 十 力 ， (zx)sin(mgp)] 十 
ArLZ、(Cz)cos(mp ) 一 Z, (Cz)sin(Cmp)] 一 AiLZ、Cz)sin(Cmp) 十 到 Cz)cos(Czmap )] } 十 
3 {olLZ, (x)cos(mg) 一 QZ (x)sin(mg)j— A.o.iLZ,, (x)cos(mg) 十 Z, (Cz)sin(mp)] 十 

要 一 | 
ArLZ、(Cz)cosCmp ) 一 Z, (Cz)sin(mzp)] 一 ALZ、Cz)sin(zap) 十 QZ (zx)cos(mg)]} 
因此 ， 可 得 


(14-28) 
nN + 多 In(3 十 


FT 2 {A t A ) LZ, Cz)cos(mp) — Z, (x)sin(mgp)] 
这 m=1 
i mdi YL Zs (x)cos(mg) 十 QZ (Cz)sin(Cmop ) ] 十 


(Amrr 十 AmwsriLZ Crecos(mp) —Z, (x)sin(mg)j — 
| )LZ、 Cz)sin(Cmop ) 十 Z, (x)cos(mgp)] } 


(14— 29) 
= 
Imit 1,) 二 >， (AuworLZ，(Cz)cosCmep) 十 Z，(Cz)sin(Cmzp)] 十 


Hi 一 一 厂 


AnoiLZ, (x)cos(mg) — Z, (x)sin(mg)]j+ A LZ, (rx)cos(mg) + 2, (Cr)sinCmap)] 十 


m= 1 


A Z., C7)sinCmg) + Z, Cr)eosCmg)])}t 2 {Ao LZ, (x)cosCmg) 十 Z (zx)sin(mgp)]+ 


Amios LZ (x)cos(mg)—Z, (x)sin(mg)j++ [2 (zx)cos(mg) 十 QZ (x)sin(mg)j 十 


Ai[ 一 Z, (Zz)sin(map ) 十 和 (zx)cos(mg)])} 
这 样 可 得 
lm TT} = { CA — 


的 )LZ (zx)cos(mg) 十 QZ， (Cz)sinCmp)] 十 
m=] 


CAsoi tt Ac ) LZ, (x)cos(mg) — 2Z, (x)sin(mg)j+ (14 - 30) 
GA LZ (Zr)cos(Cmp ) 十 Zs (zx)sin(Cmg)] 十 


(Asisit Acwa)[—Z, Cr)sinCmg) + Z, (zx)cos(mg)])} 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 令 Im(T) = 0 可 得 
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人 7 A. mi 


eS = A mn) Dr 


A 二 A， mlor 
A pe A. ER 
将 式 (14-31) 代入 式 (14-27) 可 得 


T= Re(T) = ?Re( 2 > Aizieww) = + 和 aln( T+ T+ 


m=] k= 1 


- 


> (2Awor[ 么 (x)cos(mg)—Z, (x)sin(mgp) |— 2A;.0LZ, (zx)cos(mg) 十 QZ Cr)sin(mg)j+ 


m=1 


2A,ir LZ (x)cosCmg) —Z, (x)sinC(mg)]— 2A,.LZ, Cr)sin(mg) t+ Z. (x)cos(mg)]) 


(14— 32) 


第 15 章 ”球面 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 球 带 面 稳 态 温度 场 方程 
参数 复数 球 多 项 式 与 参数 复数 球面 函数 


各 向 异性 薄 壁 结构 与 外 界 环境 热传导 问题 是 工程 中 经 常 遇 到 的 问题 ， 此 问题 提供 了 新 
的 数学 物理 问题 。 本 章 针 对 考虑 球面 换 热 的 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 问题 进行 求解 ， 提 出 
了 第 一 类 参数 复数 球 多 项 式 Q, (z+,4) 、 第 二 类 参数 复数 球 多 项 式 Q(z ,4) 和 参数 复数 
球面 函数 Z, (r+,p:4) ， 以 求解 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 方程 ， 完 成 理论 求解 后 ， 进 行 了 验 
证 数值 计算 。 


15.1 球 坐 标 下 考虑 球面 换 热 的 各 向 异性 热传导 偏 微分 方程 


考虑 曲线 型 各 向 异性 薄 球 面 ， 球 半径 为 R， 温 度 场 分 布 与 径 向 坐标 7 无关， 球面 与 外 
界 环境 换 热 ， 且 在 球面 边界 与 外 界 也 进行 热 交 换 。 这 样 球 坐 标 下 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方 
程 为 


1 o 2 下 9 3 9 T 1 2 T h 
ks 一 - R33 一 sin0 一 一 3 二 一 2 下 (了 工 一 了 人) = 
Risin0 99 Rn on gg Sh Rm sap Bp 


(15 一 1) 
其 中 ks, == ks cos*B 十 ks sin*B,kzss = As = (ks — k;)sinBcosB,kss = ks sin’*B++ ks cos:B 
式 中 T(0,yq) 为 沿 球面 的 温度 函数 , gq 是 热源 函数 ， 方 向 2 为 球 坐 标 方向 角 p (0 委 p 科 2r) 
方向 〈 地 理 纬 线 方向 ) ， 方 向 3 为 球 坐 标 9(0 二 9 二 x) 高 低 角 方向 (地 理 经 线 方向 )。 6 为 
球 壳 厚 , h, 为 球 壳 与 球 壳 面 上 下 介质 之 间 的 换 热 系数 , T, 为 壳 面 上 下 介质 的 环境 温度 。Az ， 
kas ,ks 为 热传导 系数 , ks,k, 为 各 向 异性 介质 两 个 主轴 方向 热传导 常数 ( k, 之 局 ) ,PB 为 k， 
主轴 方向 与 gq 方向 (地理 纬 线 方向 ) 的 夹 角 。 

引入 如 下 参数 变换 


,hh, 
R’ — 2T,R* 二 
LR  _4 a kk — kz 
A 2 AD 坟 5 COSO | = ls Ka = Ks 一 下 == 及 
C152) 
可 将 方程 (15 - 1) 变换 为 如 下 偏 微分 方程 
K, 9°T 加 于 A CA 
l—x* 器 人 中 人 dw 十 ‘1 ) | 二 Ka 2 | po z +AT 和 q* 
ClB= 3 


注意 到 带 参 数 4 的 方程 (15 - 3) 求解 和 没有 参数 的 方程 (14- 3) 求解 的 过 程 类 似 ， 
但 得 到 解 和 相关 函数 不 一 样 。 
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15.2 参数 球 Z; 方程 、 参 数 复数 球面 函数 、 参 数 复 数 多 项 式 及 球面 
与 环境 换 热 球面 热传导 解 


15.2.1 参数 球 2Z; 方程 、 参 数 复数 球面 函数 和 参数 复数 多 项 式 
设 方程 (15 -3) 有 如 下 形式 解 
工 一 Cream (15—4) 


其 中 说 = 一 1 ; m 为 整数 。 
m 二 0 时 ,方程 (15 -3) 简化 为 


[ 27 5 Fl 2 与] 十 MT =0 2 
方程 (15 -5) 是 勒 让 德 方程 。 设 
和 一 可 代 十 五 C15 = 
方程 (15 -5) 有 以 下 阶 数 解 
Te = pry C15 = 7 
式 中 
i Eee Eb Hh gy 
Ey 


31 51 
其 中 a。, ai 为 待定 实数 常数 。 
对 于 m 头 0， 将 式 (15 -4) 代入 方程 (15 -3) 可 得 


KR (Ti 下 (02K, 2K lm) Ne Kam fo 
dr’ 和 冯 1—x 


方程 (15 -8) 是 一 典型 复数 微分 方程 ， 这 个 复数 微分 方程 在 球 坐 标 下 各 向 异性 数学 
物理 问题 求解 中 要 经 常 遇 到 ， 可 记 为 参数 Z, 方程 。 
设 


A = 0 (15.— 8 


fulz) = TA! (15-9) 
式 中 j 为 整数 , x 关 士 1，A,,; 为 复数 常数 。 
结合 式 (15-1) 和 (15 -9) 可 得 
Te YY SA i C18 - 10) 
式 (15-10) 与 (14 -10) 形式 一 样 , 但 是 由 于 控制 偏 微分 方程 不 一 样式 (15 - 
10) 与 (14-10) 实质 是 不 一 样 的 。 同 样 ， 根 据 数学 物理 实数 化 原理 ， 如 果 式 (15 - 10) 
是 问题 的 解 ， 式 (15 - 10) 应 该 是 实数 函数 ， 即 
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如 果 yy》 1A ziew 是 实数 函数 ， 当 m 关 0， 可 得 


m=—2 j=0 
四 

img — jim 

> > A ix!'e”* = > > ZA ix’ er 


m=—% j=0 m=1 j=0 


本 章 15. 5 节 给 出 了 简略 证 明 。 
因为 A 为 待定 复数 常数 ， 上 面 2 A,,, 可 以 改写 为 A,,; 。 因 此 可 得 
和 二 py DA jr em 15 = 


m=1 j=0 


DAz'em 记 为 参数 复 数 球面 函数 ， 写 为 Z; (zyp,M) 。 参 数 复数 球面 函数 


Z, (r,s4) 的 实数 形式 下 文 给 出 。 
将 式 (15 -11) 代入 方程 (15 -3) 化 简 可 得 


Ks[2A,.; 二 6xA,s 十 12zA + 207 A 二 DA G+F1)(F2=4A, a7 = 127 A,s 


-2 TAijj— D+ rAd 20 — 1 —2KaimLA, 十 2zAws 十 
1=4 j=# 


37 A drAit DO TAG)]— Ks(2rA,it dr A tbr As 2 drA,.j) 
j=4 j= 


WE DA 1 — D+2Ka[x A t+ DrA,j :dj —2)]— 
j=4 
Km (A rAd 7 A,, An + DAm) 


一 1(A zz 十 Ai 十 DA 2) 十 1(A 十 AZ 十 Ad 十 A za 十 DA 一 0 


ch J 三 
《15 一 ]2) 
式 中 4A 心 和 天 0,4 天 0。 令 式 (15-12) 中 x 的 0，1，2，3 寄 次 项 前 系数 为 0， 可 以 
推 得 


_ 1 《Do ， 
Aln,z 21 天。 0 tiRA, 
Da 1 2 DD: (D,, — A) 
A 22 m0 mh 3 7 2 
sR MA tt Al Rl 
和 (15 -13) 
A = [4 (Ka) —2D% + Ka(Dz —2)] — EA, 
‘= [4 (Ks wh Bas Ute Ws A + 
Molsd— + eat = De cp, -a 


12K;, 村 (及 二 六 = 31(Kss) 
式 中 D;,, = Km’ ,Ds = Km 。 
令 式 (15-12) 中 并 的 7 次 宕 项 (>3) 为 0， 可 以 推 得 四 项 递 推 公式 
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。， 248 。 
A— K,(j—2)(j—1) i(j— 1) 
Ajs,; 2 内 二 2 mj 一 23 了 下 - | 
i (7 十 2)0 十 1) Ks A dD (十 2)(7 十 1)K 
27° Ks Dss 一 下 1 2D;,,i 
An, (j 十 2)(j 十 1)K; tT Am (j++ 2 KK;,, 
(15—14) 
结合 式 (15 -12) 和 (15 -13) 可 得 递 推 公式 
内 二 Bia 人 十 如 woZso(A) 《7 为 侦 数 》 (15— 15a) 
Aasyst = iAao linin(d) TT A 《二 1] 为 奇数 ) (15= 15b) 


其 中 Ria CA sro (A) 9 Pl oA sn si CA) 为 实数 ， 且 均 是 参数 和 的 函数 ， 可 由 本 章 


15. 4 节 公 式 推 得 。 
将 式 (15 -15a) 和 (15 -15b) 代入 式 (15-11) 可 得 


工 
人 之 1 {Anonr es Aix! e”™? 十 


m 二 1 


[iA,i Zi. (CX) 二 Aso Zs.0 0) jx es iA Zs.0 0A) TT A Za.1 (A) jx es 十 
[iA ZO) A ZN) xe”™s [iA,o Zs dd) A Zs (A jr e's 十 … 十 


[iA,., 的 (A) 十 Ao Cnt CAY | (4 [A 和 [ey (4) 各 A 2 1 .1 (A ) ] zz 名 闻 训 
(15 — 16) 


1 
we 
/ 


式 中 As sit Be 为 复数 ， 可 写 为 
yy = ns 夺 LA 0 


Ms = A A 


Ee”™ = cos(mg) 十 isin(C7ap ) 


(C15 =17) 


其 中 Ao,r i 了 yA mys 为 实数 。 
将 式 (15 -17) 代 人 式 (15-16) 化 简 可 得 


了 = 一 六， (9 十 LA，o. )e”” [名 (x 十 iZ; (x,A)] 十 (A,., 十 iA )e”™s [Z, (TA) 十 iZs Cx] ; 


m=1] 


(15—18a) 


3 


T= {2 (x,A)cos(mgp)— Zs C(x.A)sin(Cmg)] 一 
| 


AioadlZ, (x,A)cos(mg) t+ 2Z, (zt,A)sin(mg)] 十 


(15 ~ 18b) 


NN (zt,A)cos(mg)— Z, (zx,A)sin(mop)] 一 
AiLZ， (xz,A)sin(mg) 十 民 ， (x,A)cos(mg)]} 
其 中 Q (TIA) ZL TA) ZL, (TMA) ,ZL (rN) 为 实数 多 项 式 ， 可 分 别称 为 第 一 、 2 es 


四 种 参数 球 多 项 式 ， 分 别 定义 如 下 


第 15 章 球面 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 球 带 面 稳 态 温度 场 方程 一 一 
参数 复数 球 多 项 式 与 参数 复数 球面 函数 。249 ， 


ra = Dra a 1 
#= 1 
Z, (x,A) = pt td 
ps (15 -19) 
Z. (7,N) 3 Bp A 乓 洲 
k=1 
Z, (TN) = 了 (A) zr 
k=] 
其 中 QZ (zh),Z. (XA),Z,(X ,4),Z, (zh) 多 项 式 由 mm, j (j= 二 2k 或 j= 二 2k 十 1) 和 kzs， 
ks ,kss ,4 确定 。 在 某 种 意义 上 ,Z (zx,A),Z, (xz,4),Z, (XI,4),Z,(X,X) 为 各 向 异性 温度 场 
的 特征 函数 。 
定义 : 参数 复数 球 多 项 式 Q(x,) 
J Ox) = QZ CrsA) 十 iZ,, (x yA) 
[9% Cz = ZZ Crd) Fi2, Cz00) 
式 中 Q(x.X) 称 为 第 一 类 参数 复数 球 多 项 式 , Q(x,4) 称 为 第 二 类 参数 复数 球 多 项 式 。 
(15 一 18b) 为 方程 (15. 3) 参数 复数 球面 函数 解 的 实数 形式 。 
分 析 计 算 表明 ， 对 于 各 向 同性 热传导 和 正 交 异性 热传导 问题 , Z, (x ,4) = 0,Z, (zx ,2) 
一 0;, 那么 有 
Qun (XA) = Zs (TN) ,OQ (rN) = Z, (x,N) 
这 时 参数 复数 球 多 项 式 均 变 为 实数 多 项 式 ， 与 已 有 的 经 典 实数 寡 级 数 方法 一 致 。 


15. 2.2 与 环境 换 热 的 各 向 异性 球面 热传导 解 
根据 偏 微 分 方程 的 可 县 加 性 原理 ， 可 得 方程 (15 - 3) 一般 解 析 解 


业 访 ) {A LZ (Cr,AcosCmg) — Z, (zw)sin(mp)] 一 


m=] 


A LZ,, (x,A)cos(mg) + Z, (x,A)sin(mg)j+ 


WN (zx,A)cos(mg) — ZZ, (x,A)sin(mg)]— a ~ 30) 


ALZ. (x,A)sin(mgp) 十 Z, (x,A)cos(mg)]}+ 

aoLi(zl) taL (x, 0) + TT, 
其 中 Aso.i yAsoisA 人 nA Cm 二 1,00) ,yas 和 a 为 实数 常数 ; T, 为 方程 (15 -3) 特 
解 。 

式 015- 更) 申 Zoo 人 Da 可 以 根据 式 “《 天 -= 28) 

一 (15-25) 计算 。 这 样 ， 多 项 式 Z, (zh) ,2 (zh),Z zh Z (zx1h) 中 的 可 以 在 
2J 截断 。 如 果 式 (15- 20) 级 数 解 的 m 在 M 处 截断 ， 并 代入 到 具有 特定 的 纬度 余 角 9 的 
边界 条 件 ， 那么 级 数 解 存在 4M 十 2 待定 常数 ， 具 体 包括 Awory An AsryAo (lm 
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委 M),oa,w 。 注 意 到 ， 球 带 具 有 两 个 具有 特定 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 这样 根据 cosme 
和 sinmg 傅立叶 级 数 正 交 性 ， 可 以 得 到 4M 十 2 方程， 可 以 求解 4M 十 2 个 未 知 数 ， 问题 
得 解 。 

作为 特例 ， 考 虑 球 带 面 各 向 同性 热传导 问题 , cos 的 寡 级 数 和 e 的 傅立叶 级 数组 合 构 
建 了 基于 分 离 变 量 法 的 球面 函数 。 本 章 引 入 的 复数 球面 函数 展开 方法 则 可 用 来 求解 各 向 异 
性 球面 热传导 问题 ， 那 么 用 复数 球面 函数 方法 求解 各 向 同性 球面 热传导 问题 将 会 得 到 什 
么 结果 ?下 面 进行 说 明 。 

球 坐 标 下 各 向 同性 热传导 方程 为 


站 2x 3 十 (1 2 人] 十 MT 一 gx 总 = 到 
其 中 
ks 一 一 0 (15- 21b) 
将 式 (15 -21b) 代入 式 (15-13) (15-14)， 可 得 
Zatro = 0 Laat = 0,Z, (72) 一 0，Z (rN)=0 


因此 , 式 (15 - 20) 可 改写 为 


机 = > CA.0.sZs (x,A)cos(mg) — AoiZ, (rx,A)sin(mg) 十 
m= 1 


A Cr)cosCmap) 一 AQ (Xx.A)sin(meg) | :这 
(15 一 22) 

式 (15-22) 为 各 向 同性 球 带 热 传导 稳 态 问题 的 解析 解 ， 同样 这 与 分 离 变量 法 得 到 的 
球面 函数 解 是 一 致 的 ， 这 也 从 男 外 一 个 角度 表明 本 章 引 入 的 复数 球面 函数 方法 是 正确 的 。 


15.3 数值 实验 
考虑 各 向 异性 薄 球 面 ， 其 球面 半径 尺 为 xm, T, = 0.6 = 0.01m 。 热 传导 常数 为 一 


0.30kcal/(m。h.C) ,k;=0.1lkcal/(m.h.'C),.h, = 0.26kcal/(m*。h.'C)。 上 纬度 
边界 (0 = 30") 给 定 温度 边界 条 件 为 (6sing 十 4cosg 十 11)'C ,下 纬度 边界 (9, = 120") 给 


定 温度 边界 条 件 为 (7sing 十 5cosg 十 12)'C ， 球 面 与 外 界 对 流 换 热 。 这 样 的 各 向 异性 介质 中 
稳 态 温度 场 可 以 视 为 与 径 向 r 无关， 温度 只 与 (9,y) 有 关 即 本 二 T(x,g) 。T(cos0.y) 单位 


为 (C)， 表 中 yg 和 9 的 单位 为 (*) 。 
(1) 复数 球面 函数 解 的 收敛 性 验证 
针对 各 向 异性 角 B8= 45 的 各 向 异性 薄 球面 进行 数值 实验 ， 其 他 计算 参数 与 上 节 相 同 。 


首先 增加 式 (15 - 11) 中 j 的 计算 项 数 J ， 观 察 TCcos 55x,0) CC) 变化 趋势 ， 见 表 15 - 


1 一 表 15 - 2。 
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表 否 -1 Tlo08 M20)(C) ,B= 0 
ja0 率 : 
: 0 
41. 25 
T(cos Ax.0) 0.1819 0. 1819 0. 1819 
80 
41. 25 


表 15-2 T(cos x,0)(C) ,8 一 45” 


0. 5364 


表 15-1 和 15-2 显 示 式 (15-20) 收敛 稳定 。 计 算 发 现 对 于 不 同 的 计算 参数 ， 
Z, (rT,g'4) 参数 复数 球面 函数 收敛 速率 不 同 ， 当 0 一 0° 或 6 一 180 时 ， 需 要 增加 J。 当 0 
二 0" 或 9 二 180”, Z, (zx,gp,X) 随 着 增加 可 能 趋向 于 无 限 大 。 

(2) 级 数 解 对 边界 条 件 符合 性 验证 

计算 参数 同上 。 计 算 J = 二 1000。 计 算 结 果 见 表 15 - 3 和 表 15 - 4。 


表 15-3 T(cosb,g)('C),B= 0° 


0 45 90 135 315 
a 

15. 000 18. 070 17. 000 12. 410 7. 000 5. 000 9. 586 
40 0. 296 0. 355 0. 335 0. 246 0. 142 0. 103 0. 192 
60 1l: 285E=04 1 B35E ==04 1. 448E—04 la:075E—04 | ‘6:338E—05 | 4:709E—=—05 | ‘8.444E—05 
75 1. 024E—06 1. 223E—06 | 1.144E—06 | 8.327E—07 | 4.710E—07 | 3. 503E 一 07 | 6..619E—07 
90 0. 179E 一 03 | 2.150E 一 04 | 1. 998E—04 1..423E 一 04 | 7. 643E 一 05 | 5. 587 正 一 05 1.133E 一 04 
110 0. 366 0. 441 0. 409 0. 230 0. 158 0. 110 0. 229 

17. 000 20. 490 19. 000 13. 410 7. 000 5. 000 10. 590 


表 15-4 Tlcosg,p)(C) ,B= 45° 


45 90 135 
30 15. 000 18. 070 17. 000 12. 410 7. 000 5. 000 9. 586 
40 0.7743 0.9748 0:7357 0. 4361 0.2516 0. 4748 
60 2.321E—=04 | 3. 122E—03 . 280E 一 03 .702 王 一 03 .726E 一 03 | 7.667E 一 04 1. 345 耻 一 03 
75 9.922E=05 | 1.160E 一 04 5 站 12 和 一 94 789 下 一 05 3 731E=05 | 6; 662E—05 
90 4.152E—03 | 4.587E 一 03 | 3.912E 一 03 .522E—03 , 232E 一 03 | 1/472E 一 03 | 2.862E 一 03 
110 1.050 lu227 1. 105 0.7557 0. 3838 0. 3291 0.6783 
120 17. 000 20, 490 19. 000 13. 410 7. 000 5. 000 10. 590 


表 15-3 一 表 15-4 表 明 (15 -20) 解 满足 边界 条 件 。 


。252 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 函数 


15.4 参数 复数 球 多 项 式 系数 递 推 公式 


根据 式 (15-13) 和 (15 -14) 可 得 


Ze (CA) = 21 ‘De 一 人) 
Ra A) Ss D,; 
Za A) 一 (Ds 一 人 ) 
二 5 二 2 
各 (2) ee 本 本 D2 十 31 
ed 1 四 1 (D,, 一 和) Da 
Zoo0) = FD2 FA+ 了 (Do 一) 
-六 1 
Ada CA 了 Da 一 了 站 2 十 了 Da (Bys 


式 中 D;,, = K,,m’ , D;,; = Km 。 
当 j 为 大 于 或 等 于 4 的 偶数 时 ， 可 得 
Zriit2.0 (A) = 


on lt lest Ne ON ek JE, 


Gd 二 2 十 1) GG Fy 
27° + Da —A _ 
OG Fa FIL F220) 
(15 -24) 
ZE CA 二 一 
4 一 避 一 2 一 1) 三 一 1) 7 Yh 
(j 十 2)(j 十 1) nies tt AD 2 Dss OFFI i.1 CA T 
27° 十 Dss 一 A 2 
GT TI td) 
当 j 为 大 于 或 等 于 3 的 奇数 时 可 得 
Zi (4) = 
4— O20U—D < St 
OFF Zou0) 十 2De FE TFI + 
2 产 十 Dz, 3 i 2D,s 加 
Ta9T0 JI(A) FE Hi CA ND pao AN = i 
i —2,0 ee i ) 
Gti+D Zn —2D, OFFI + 
2 六 十 也,， 一 从 Zoo(CA) 十 2Ds 7 oA 


(十 213 i 
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15.5 参数 复数 球面 函数 解 实 数 化 分 析 


分 析 式 (15-13) (15-14) (15-23) (15-24) 和 (15 -25) 可 得 以 下 关系 式 
本 = na 
Baan CA 
Bn = 
mi CA Se— oa A 
根据 线性 偏 微分 方程 的 可 到 加 性 ， 当 mx 关 0 时 


(15 一 26) 


(3 (DAwer en = Re(T) 十 iim(T) (15—27) 


MH 二 一 ® 


其 中 


Re(T) = >， {Ao.rLZ, (x,A)cosCmg) — ZZ, Czh)sin(map)] 一 


M= —w 


A.o.iLZ, (x,A)cos(mg) 十 Za (zx,A)sin(mg)j+T 
A (x,A)cos(mgp) —Z, (x,A)sin(mg)]— 
并 (7z,A)sinCmg) 2, (x,A)cos(mg)j}+ 


n 


2) {A LZ, (Cx,A)cos(mg) — QZ (zx,A)sinCmg)j— 


m= 】 


AiL2Q. (x,A)cos(mg) + ZZ (Cz)sin(mp)] 十 
ArLZ. (zh)cos(Cmop) 一 Z, (zsA)sin(mg)]— 


A LZ Crs)sin(mg) + 2Z. (Crh)cosCap)]} 十 了 
这 样 有 


Re(T) = > {CCAir tt Acn.0.r) LZ, (xsA)cos(mg) 一 Z, (rx,A)sin(mg)]— 


m=1 


(Aniwi — A mo LZ,, (xz,A)cos(mg) tt Z, (x,A)sin(mg)] 
Aji Ac ma) LZ, Cr,A)cos(mg) — Z, (x,A)sin(mg)]— 


aa EZ (xr,A)sin(mg) + 2Z, (zr,A)cos(mp) 1}+ TT: 
可 推导 得 下 式 


1 
Im(T) = > {A LZ (zx,A)cos(mg) + 2, (zw)sin(Cmop )] 十 


下 一 一 三 


人 woiLZ。 (ZWA)cosCMp ) 一 QZ (CZz,)sin(map ) 十 
ArL2Z.Cz)sin(op) 十 Z， (xr,A)cos(mgp)j+ 
AL2. Cr)cos(Onp) 一 Z Cr)sinCmap)]} 十 


四 


2 1Awov[Z。(Czh)cosCmp) 十 Z (x,A)sin(mg)]+ 


_m=1 
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Au[LZ， (xz,A)cos(mg) — Z, (x,A)sin(meg) 一 

A LZ (rx,A)sin(mg) 十 Z, (x,A)cos(mg) j++ 

ALZ. (x,A)cos(mg) — Z, (x,A)sin(mg))) 
对 上 式 化 简 可 得 


万 


Im(T) = Sy 一 Alesin.0s [LZ (x,A)cos(mg) + Z, (rx.A)sin(mg)j+ 


m= 1 


(Aaoi; + A .o) LZ, (xA)cos(mg) —Z., (zr,A)sin(mg)j+ 
(A — A ma) LZ, (zh)sin(mep) 十 Z (zx,A)cos(mg)]+ 
(CA.iiit Am ) LZ (rsA)cos(mgp) — Z, (x ,A)sin(meg) |]) 
根据 实数 化 原理 , 令 Im(T) = 0 可 得 
A = A de 
Anm,0s; =— At_mi.o; 
六 = spi 
Ms = A wis 
将 式 (15 -28) 代入 Re(T) 可 得 


T= Re(T) = 2Re[ 2)(D)A,r')e"] 
m=1 =! 


本 二 2 {2Aa0s LZ (zx,A)cos(mg) — Z, (raA)sin(meg))— 


m= 1 


2Ani0.iL 2, (xz,A)cos(mg) + Z, (x,A)sin(mg)j 十 
ZA LZ (x,A)cos(mg) — Z, (zr,A)sin(mg ) ] 一 
2A.i[L2Z， (Xx,A)sin(mg)+ 2 (x,A)cos(mg)j + TT 


ee 
缔 合 复数 球 多 项 式 与 缔 合 复数 球面 函数 


本 书 第 14 章 、 第 15 章 计 算 中 表明 ， 在 球面 南极 、 北 极 处 ， 复 数 球 多 项 式 发 散 ， 如 何 满 
足 南极 、 北 极 处 解析 解 的 有 限 性 是 完整 球面 、 球 体 计 算 的 一 个 自然 条 件 ， 是 一 个 需要 解决 的 
问题 。 为 此 ， 本 章 提出 了 缔 合 复数 球 多 项 式 和 缔 合 复数 球面 函数 ， elton gi 
态 热传导 方程 。 作 者 完成 理论 求解 后 ， 进 行 了 验证 数值 计算 ， 本 章 给 出 了 计算 结 


16. 1 球 坐标 下 的 各 向 异性 球面 热传导 控制 偏 微分 方程 


考虑 球 坐标 (~,g,9) 中 曲线 型 各 向 异性 薄 球 面 ， 球 半径 为 R， 温 度 场 分 布 与 + 无 关 ， 
球面 与 外 界 环境 绝热 ， 仅 在 球面 边界 与 外 界 进行 热 交换 。 这 样 球 坐 标 下 稳 态 热传导 控制 偏 

微分 方程 为 
] 这 lL 8 9°*T 


(sin 


her i * Rising 90 Tr Er hk 
其 中 热传导 系数 ks, 二 包 cos*B 十 ks sin’B,kzs 一 kss 二 (ks — ks)sinBcosB,kss = ks sin’B++ ks 
cos’B 
式 中 T(9,gq) 为 沿 球面 的 温度 函数 ，g 是 热源 函数 ， 方 向 2 为 球 坐标 方向 角 p (0 p 委 2x) 
方向 (地 理 纬 线 方向 )， 方 向 3 为 球 坐 标 9(0 二 9 二 x) 高 低 角 方向 (地 理 经 线 方向 )。r= 
及 为 球面 半径 。k,、k, 为 各 向 异性 介质 两 个 主轴 方向 热传导 常数 ( k, 之 局 )，B8 为 A 主轴 方 
向 与 g 方 向 (地理 纬 线 方向 ) 的 夹 角 。 

引入 如 下 参数 变换 


信人 二 二 Ls Ksz = K,; = a ,Ka ss kz Cr =—= cOSO (16 一 2) 
ks ka3 Rss 


6 = 1 


可 将 方程 (16 - 1) 变换 为 如 下 偏 微分 方程 


K,, 2 I 


2 

CT FF + Kol 27 十 (1 一 zx) i (16- 3) 

16. 2 刘 各 六 思考 入。 部 丰 烽 煌 半 测 证 时 、 基 各 条 装 间 轨 机 兴 关 
各 向 异性 球面 热传导 解 


16.2.1 缔 合 球 Z; 方程 、 缔 合 复数 球面 函数 和 缔 合 复数 球 多 项 式 
设 方程 (16-3) 有 如 下 形式 解 


Te 六 ) f(xyew (16 -4) 
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其 中 亡 = 一 1 ; m 为 整数 。 
m 二 0 时 ,方程 (16-3) 简化 为 


gr dl yl 6 (16 -5) 
dx dr 
设 
T(x 三 站 D as! (16—6) 
;= 1 
将 式 (16 -6) 代入 方程 (16 -5) 可 得 以 下 解 
YT Ul 1 二 六 
TR) 二 而 十 到 py 


式 中 a。, a 为 待定 实数 常数 。 
对 于 m 关 0， 将 式 (16 -4) 代入 方程 (16 -3) 可 得 
dy K,,m’ 


1) de rR Rim) -站 站 (16-7) 
dz dx :1—x’ 
对 于 区 了 关 0， 设 
Ft) = (l= y(n) (16 -8) 


式 中 jj 为 整数 , 壮士 1 。|m| 为 m 的 绝对 值 。 
将 式 (16 - 8) 代入 方程 (16 - 3) 可 得 


Ka(l—x’) ym 2rKsa(|m|+1) dy tx) 二 (一 K;;|m|— mi )y, (zx) 
(or a dx 
(1— Ks)m’ + 2K,im|m|r Cy = Rn dy (7) = 
1—x’ dx 


(1 一 


对 于 各 向 异性 介 质 天， 深 17 设 
Yl = 


将 上 式 代 入 式 (16 - 9a) 可 得 
Ks (1— x )? d UA) Rt |) 4 imel RD Ky 


dx? dr 
KsC|m| 十 2? 十 2iKzsm(|m| 十 Dzx 二 [一 Ka(|m|+2D(m|+3)](l—xr)}X(r)=0 
(16 -9b) 
再 引入 新 的 参数 变换 
Ess = |m|+ 3, E,, = [Rs Ra (|m|+ 2)°] lL yr = 
n° Ks Ks 
采用 以 上 参数 变换 ， 可 将 方程 (16 - 9b) 改写 为 
2 1 9 
(1— x) 2 — (2xE;ss + 2E,sim) Do 半 沪 一 半生 EF, + ,JX = 者 
> x = 


(16 = 9c) 
方程 (16 - 9c) 是 一 典型 的 复数 微分 方程 ， 这 个 复数 微分 方程 在 球 坐 标 下 各 向 异性 数 
学 物理 问题 求解 中 要 经 常 遇 到 ， 可 记 为 缔 合 球 2Z, 方程 。 
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注意 到 方程 (16 -9c) 和 “(14 -8) 结构 类 似 ， 这 预示 着 可 以 采用 类 似 方法 求解 。 
设 
X(Zr) = SA (16 -9d) 


j=0 


式 中 j 为 整数 , x 关 土 1 。A 为 复数 常数 ， 这 与 实数 级 数 法 不 同 。 
综 上 所 述 ， 可 得 以 下 函数 形式 
T= DD A 01— x rirem (16- 10) 


m=1 j=0 


式 (16 - 10) 定义 了 一 个 复数 级 数 函 数 。 此 处 2) 》) A (1 一 妇 ) 生 1xzene 可 称 为 缔 


合 复数 球面 函数 ( 缔 合 0 函数 )。 根 据 数 学 物理 实数 化 原理 ， 描 述 现实 物理 现象 的 
数学 函数 应 该 是 实数 函数 ， 因 此 ， 如 果 式 (16 - 10) 是 问题 解 ， 式 (16 - 10) 应 该 是 实数 
函数 ， 即 

如 果 》) 2 (1 一 z) 区 ziewe 是 实数 函数 ， 当 m 闫 0， 可 得 


m= 


Sy SA (1— xz) 全 一 D1 52, (1— 7x) rire (16 -11) 


i 二 站 m=1 j=0 
因为 A,,; 为 待定 复数 常数 ， 上 面 2 A,,; 可 以 改写 为 A,,; 。 因 此 可 得 
Te 3) Yd Ce (16 — 12) 
m=1] j=0 
将 式 (16 -9d) 代入 方程 (16 - 9c)， 经 化 简 可 得 一 个 复杂 的 有 关 xz 的 复数 系数 多 项 
式 控 制 方程 (具体 形式 略 去 ， 读 者 可 参照 式 (15. 12) 直接 推导 )， 式 (16 -9d) 中 A,。 尖 
0 ,A 天 0。 令 所 得 复数 系数 多 项 式 控制 方程 中 (1 一 zx) 二 x(x ,x 
(1 一 妇 ) 业 aa (1 一 zx)1 氏 1! 前 系数 为 0 可 以 推 得 
As E (Da 一 和 十 1A,, D;,; 
pe D;; E;; ne 2 2 D,, i 
As 一 1 3 [Ds — A — (m+ 2)]A,.o + Mil SD 二 
(CA)? 
A Se 全 二 向 [ 一 一 到 一 学 二 (Do 十 生生 (2 十 | 一 De) 十 
3 : 23 2 
是 is BEC—an + Ds + 3Es — |m|—1—2 (Dn)’] 
(16 -13) 
式 中 万 人 = By i 三 = FE,;m 6 


今 复数 系数 多 项 式 控制 方程 中 wu (1 _ zz)48L， 项 G 二 3) 前 系数 为 0， 可 以 推 得 四 项 
递 推 公式 


和 《大力 ) (7 二 名 赴 :2Ex) 1(j 十 1 十 mm) 
Ara 一 As - ; A Dy 
(十 2)G 十 1) G+DG+LD) (6-14) 
27? 二 Dz 二 2Esj — 2j — A 2D,,i 
A - 各 名 
+2)0 十 1) tT Amin (十 2) 
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结合 式 (16-12) (16-13) 和 (16- 14) 可 得 递 推 公式 


太一 这 oa 攻 na 二 An.o 多 (j 为 偶数 ) (16— 15a) 
人 人 
A 三 2 AR 了 为 奇数 ) (16— 15b) 


其 中 i ， 二 j sat 1 为 实数 ， 可 由 本 章 16. 6 节 公 \ 式 推 得 ，。 
将 式 (16 -15a) 和 (16 -15b) 代入 式 (16 -12) 可 得 


= A 人 
T= > [Asozeee 十 Aiziete tt CAs Zi Ano Zan ) :es 十 
1 


人 A 


从 A 
Cilio Lai0 十 As pm | )x’e ep (1A,. a A po ee” ex 十 
人 A A 
(Ci 和 no rsd 十 A pa )xs [I 十 et 十 (Cid ，， | 十 WN pe ae" 十 


人 A m 
(iA,.o ish 1.0 十 ye Zi 本 jw ， ee 十 |( se bo Fe ! 


(16—16) 
式 中 A ,A ,e” 为 复数 ， 可 写 为 
As = A TAs 
A = ,se 
e”” = cos(mg) isin(mg) 
其 中 Aio.i Ao.i,Ani.r，An.i.; 为 实数 。 
定义 缔 合 复数 球 多 项 式 
二 下 (xz) 十 Ca) (1 a 
CB = 17 


De (7) SZ Cy 十 i 六 a) 人 一 2 


其 中 00 (z) ee 类 缔 合 复数 球 多 项 式 , 052 (z) 称 为 第 二 类 缔 合 复数 球 多 项 式 ; 


和 (7X), 多 (zx), 多 (x) 为 实数 多 项 式 ， 定 义 如 下 


A A ， 
A (xr) 一 pa 十 1 


I 


oo 
人 =1 
A = 
Z, (7) = >， Dnakttid 
| k=1 
x 


C16 = 18) 
A 人 
Ze (x) 一 i Et = 二 过 
k=1 
人 时 从 
Z, 《元 ) 三 和 ee 玖 
re 


A A A A 
其 中 Zs (XT) Zs (XT) ,Zs (Tz) 2 (7) 多 项 式 由 六 ,7 (j= 二 2k 或 j= 2k 十 1) 和 koo ,kss skzs A 


人 人 人 人 
确定 。Z, (xz),Z, (z) ,2 (z) ,2 (x) 分 别称 为 第 一 、 二 、 三 、 四 种 缔 合 球 多 项 式 。 在 某 种 
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意义 上 ,和 (zx),Z,(zx) ,2 (x) ,ZZ (x) 为 各 向 异性 物理 场 的 特征 函数 。 
将 式 (16-17) 和 (16 -18) 代入 式 (16 -16) 可 得 


2 A A mn 
T= DA iA ) ew OD, Cr) + CA iA ew QD Cr) — ze 
1 一 1 
(16— 19a) 


A A A A 
下 和 主 : {AorLZ， (xz)cos(mp) 一 和 (x)sin(mg)|]— Aoi[LZ。 Crz)cos(Cmp) 十 2 (zx)sin(mg)j 十 


A A 人 A 
ArLZ. (x)cos(mg)— 2Z, (xz)sin(mg)]— 人 ii[L 2 Cz)sin(mp ) 十 (xz)cos(mg)]} 


(1 一 也 ) E+ 
(16 - 19b) 


A 
定义 : 缔 合 复数 球面 函数 Q(xr,9) 


PP bp ) Ht res 


一 j=0 


式 中 m，j 为 整数 , x 关 土 1 。 A,.; 为 复数 党 条 数 。 
16.2.2 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 缔 合 复数 球面 函数 解 
根据 偏 微分 方程 的 可 县 加 性 原理 ， 可 得 方程 (16 -3) 一 般 解 析 解 


Ea 


A A A A 
浊 尘 {A LZ, (x)cos(mgp) — Z, (x)sin(mg)]— Aio.iLZ, Cx)cos(mg) 十 QZ (z)sin(mp)] 十 


mm 三] 
A 人 A A 
A LZ (xr)cos(mg) —Z, (xr)sin(mg)]— AiLZ, (x)sin(mg) + Z, (xz)cos(mp)]} 


(一 六 i 十 也 


训 aL 
D ln( 
(16 -20) 


其 中 A 0 eV (m sy 1 ,*** ,00),ao 和 QI 为 实数 常数 ; 为 方程 (16 一 3) 特 
解 。 


人 人 夕 
式 (16 -18) Hh Zn jp hd 9 和 1 可 以 根据 本 章 16. 6 节 公 \ 式 计算 确定 。 


样 多 项 式 2 (z) ,多 ,Cz) ,ZCz) ,多 (zx) 中 的 了 可 以 在 2 截断 。 如 果 式 (16 - 20) 级 数 解 
的 m 在 M 处 截断 ， 并 代入 到 具有 特定 的 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 那 么 级 数 解 存在 4M 十 2 
待定 常数 ， 具 体 包 括 A Ao,Anii An (1 过 m 二 M), a,al 。 注 意 到 ， 球 带 面 有 
两 个 具有 特定 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 这 样 根据 cosmg 和 sinmg 傅立叶 级 数 正 交 性 ， 可 以 
得 到 4M 十 2 方程 ， 可 以 求解 4M 十 2 个 未 知 数 ， 问 题 得 解 。 

作为 特例 ， 考 虑 球 带 面 各 向 同性 热传导 问题 ,cosg 的 寡 级 数 和 yp 的 傅立叶 级 数组 合 构 
建 了 基于 分 离 变 量 法 的 球面 哨 数 。 本 章 引 入 的 缔 合 复数 球面 函数 展开 方法 可 用 来 求解 各 向 
同性 球面 热传导 问题 。 

对 于 各 向 同性 介质 的 完整 球面 ( Ks = 1, Ki = 0), 方程 (16 - 9a) 简化 为 
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dyw(Z) 
dz 


方程 (16 -21) 有 解 如 下 
Wy = ty Pn) TQ Cy (16 -22a) 
式 中 Pf” (x) 为 0 次 第 一 类 勒 让 德 函 数 的 m 次 偏 导数 , Qi”(z) 为 0 次 第 二 类 勒 让 德 函 数 的 
m 次 偏 导 数 ; a,, a, 为 待定 任意 实数 常数 。 
采用 类 似 的 步 又 可 得 ,各 向 同性 完整 球面 稳 态 温度 场 一 般 解 析 解 


(1 =— 3) 一 各 zx《 双 丰 1》 = mm ly tr} = 0 


dy (x) (16=21) 
dz 


o 


T= >){([Aworcosmg — AwoisinmgjPs" (x) (1— xz’)? + 
m=1 

1 十 

] 一 


[Arcoszmp — Awiisinmg QI (zr) Cm rx) + a 本 三 ) 十 T 
这 


(16 -22b) 

式 (16 - 22b) 为 各 向 同性 完整 球面 稳 态 热传导 问题 的 解析 解 。 
16.3 数值 实验 

考虑 各 向 异性 薄 球 面 ， 其 球面 半径 RR 为 lm， 热传导 常数 为 & = 0.30kcal/tm .hf)， 
ks 二 0.11kcal/(m，h。')。 上 纬度 边界 (9, = 30”) 给 定 温 度 边 界 条 件 为 (2sing 十 cosg 十 
5)'C ,下 纬度 边界 (9, = 80 ) 给 定 温度 边界 条 件 为 (4sing 十 3cosg 十 8) ,球面 与 外 界 屏 
项 。 这 样 的 各 向 异性 介质 中 稳 态 温度 场 可 以 视 为 与 径 向 无关， 温度 只 与 (9.g) 有 关 ， 即 
TT 二 T(r,y) 。T(cos0,g) 单位 为 (C)， 表 中 yg 和 0 的 单位 为 () 。 

(1) 多 项 式 2 (xz) ,,(z), 乞 (x) ,和 2, (zx) 系数 分 布 

考虑 多 项 式 多 (x) ,多 (x) ,多 (x), (zx) ， 需要 研究 分 析 多 项 式 中 的 系数 2 
和 jo， ZosZjl 。 对 于 上 述 各 向 异性 球 带 面 ， 各 向 异性 角 8 二 0* 时 ， 系 数 和 ， 


A A 


A 
FA ?9 六 0 wat 显示 在 表 16 一 于， 表 .一 妈 ( 表 中 ， 2k 和 2k 十 1 用 7 表示 ) 。 


表 16-1 多 ,B= 0° 

1 2 3 

J 
2 2. 863636363636363 7.454545454545454 14; 772727272727270 
3 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
4 5. 139462839719675 22. 504132281075500 68. 341942223266120 
5 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
6 7.711197782332302 48. 756323696889490 203. 751362010267400 
人 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
8 10. 520778111088300 88. 524531817487340 477. 934492680538500 
9 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
10 13. 532272363188410 143. 925942165015100 962. 622072459938200 
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A 
表 16 -2 区 了 B= 0” 


. 000000000000000 . 000000000000000 .000000000000000 
3 .287878796458244 .151515175898870 6. 924242481589316 
二 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
8 3.773347125337883 10. 312947727784970 24.747176530889480 
6 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
7 5.413996396601545 20. 224693353918070 64. 460446993720280 
8 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
9 7. 184526894551357 34. 555128789233150 139. 051095599719600 

0. 000000000000000 . 000000000000000 . 000000000000000 


对 于 各 向 异性 角 B = 45 的 各 向 异性 圆 球面 ， 系 数 ge i 数值 计算 结果 见 表 
16 -3 和 表 16 -4。 


A 
表 16-3 2,j0o ,B= 45° 


2. 000000000000000 . 000000000000000 - 000000000000000 

8 0. 154471544715447 .235772357723578 4. 170731707317073 
,和 2.964207842612158 . 427325054627904 19. 100832912102480 
§ 0. 394991372451685 . 989317256024655 16. 738999765754550 
6 3.896034507524561 3. 927604795350520 37.024401868834490 
0. 6934766947179084 .373355142183392 41. 610523354008380 
8 4. 799817869488499 . 247680519258400 59.679119441483710 
9 1. 034882352604575 . 437958770627990 82. 318290417063740 
10 5.679100250260584 . 192965780662260 85. 443878651118870 
28 109. 489761297365900 .431841752554420 68. 656326425223510 
29 68. 115251705786080 167. 418158982737900 1916. 745795286025000 
30 125. 971024447907500 105. 885962707349000 一 10. 417315888697630 
31 82.675669470064180 191. 620036501038300 2281. 392687751620000 
40 17.048032349625220 137. 946686821853000 一 852.911166096510800 
400 89. 899163020052740 一 14686,. 300913703210000 一 2548900. 668621454000000 
401 134. 465948019552800 19869. 473193235340000 一 482148. 211732007300000 
.167301642966990 一 14870. 326366875150000 一 2583224,. 04503602000000 


A 
表 16-4 Zi ,B= 45° 


0 


463414634146342 .926829268292683 1. 390243902439025 


1. 856831246972581 , 427324977956214 3.044814536218342 


1.048127566344075 .824044920996504 5. 592127218119297 
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续 表 


401 
402 


jh 


.626751994437241 


,694405827511994 
.334232209947656 
.379174141614214 
.993005736419583 
.090663247606782 
.401420598972400 
.519611800918880 
. 894290516706780 
.830912405411900 
.892562928147970 
160. 


604246252590700 


.036756945327763 
.677407607913432 
.676348838383759 
-458680466447728 
.239372599830444 
.136144916687530 
-905744567250158 


.831012172369900 


73. 346229033749600 


.183476551442000 


51. 407414139950000 


(2) 缔 合 复数 球面 函数 解 的 收敛 性 验证 


针对 各 向 异性 角 6 二 45” inlaw 
首先 增加 j 的 计算 项 数 J， 观 察 Tcos Se 


表 16-5 显 示 式 (16 -20) 收敛 稳定 。 


. 892277561832000 


行 数值 实验 ， 


.582101431403620 
,764851650372010 
.796058987456398 


26. 837592327725060 


.734469673255610 


5. 549307703268320 


79. 296444598083900 


.011826672891300 


. 482052590917000 


54. 877391464800000 


—683477. 
一 543765. 


236608297200000 


606253714100000 


其 他 计算 参数 与 上 节 相 同 。 


x, 0)(CC ) 变化 趋势 ， 见 表 16 - 5。 


表 16-5 二 全 xx,0)(C) 与 了 变化 趋势 
10000 
7.559 
计算 发 现 对 于 不 同 的 计算 参数 ， 缔 合 复数 球面 


函数 收敛 速率 不 同 。 


为 比较 起 见 ， 


> 4 


m=1] j=0 


表 16 -6 显示 两 种 方法 在 计算 同一 个 球 带 面 时 ， 计 算 结 果 相 同 ， 
点 在 内 的 球 冠 和 完整 球 时 ， 两 种 方法 就 存在 区 别 ，Z.(z,p) 在 极点 面临 发 散 问 题 ， 


同时 采用 复数 球面 函数 了 = 》'  》'Avzr'e"* 和 缔 合 复数 球面 函数 工 一 


m 


表 16 -6 


乞 (0， 9) 计算 结果 


T( COS 


m=1 j=0 


结果 见 表 16 - 6。 


To 0) 对 比 计 算 结 果 


mj (1 一 Zz)2T'ze” 求解 同一 个 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 ， 球 带 的 各 向 异性 角 B= 
30",45" ; J 王 1000， 其 他 计算 参数 同上 ， 


Zs (xzp) 计算 结果 


8. 859 


8. 729 


但 在 求解 包含 南北 极 


缔 合 
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2 (g,p) 在 求解 此 类 问题 有 独特 优势。 
16.4 各 向 异性 球 冠 面 稳 态 热传导 与 极点 〈 极 轴 ) 绝热 边界 条 件 


由 于 球 带 面 有 两 个 边界 条 件 ， 利 用 傅立叶 级 数 正 交 性 ， 建 立 4M 十 2 个 方程 ， 正 好 可 
以 求解 4M 十 2 个 未 知 数 。 对 于 球 冠 问题 ， 存 在 一 个 极点 〈 南 极 或 北极 点 ) 和 一 个 边界 条 
件 ， 极 点 处 式 (16 - 20) 为 0， 剩余 的 一 个 边界 条 件 只 能 给 出 2M 十 1 个 方程 ， 这 样 只 能 从 
另外 渠道 建立 方程 。 我 们 可 以 在 极点 处 设计 一 个 无 限 小 的 虚拟 圆周 边界 条 件 ， 虚 拟 圆 周 纬 
度 余 角 0 一 0 。 这 样 根据 能 量 守恒 原理 ， 可 以 得 下 式 


di2rR0S 一 dar(RO DG (16 -23) 

其 中 dj = 0. 5gRO, (16 -24) 
式 中 9 为 球面 极点 处 法 向 热流 强度 。 因 为 9 二 0， 我 们 可 得 

O01—>0,gqg=0 (16 — 25) 


R23 并 | ka33 aT 、 = 民有 公 
考虑 到 gw CR gmt 57 * 因为 zz 半 14 生 0 不 能 直接 代入 。 我 们 可 令 


0 一 0， 因为 0, 很 小 。 因 此 ， 另 一 个 边界 条 件 可 以 设置 为 


R23 9 下 Ra33 9 I) | 
Rsin0 品 9 R 9 O 


0 可 以 通过 数值 实验 确定 。 式 (16 - 26) 可 以 假想 为 球 冠 极 点 有 一 个 无 限 小 的 缺陷 ， 
而 这 个 缺陷 是 绝热 的 。 根 据 物 理 常识 ， 这 样 一 个 小 的 缺陷 不 能 影响 到 远 的 区 域 ， 这 样 我 们 
就 可 以 在 球 冠 底部 和 球 冠 极点 虚拟 圆周 建立 两 个 边界 条 件 ， 可 以 求解 式 (16 - 20) 全 部 未 
知 数 。 这 种 极点 边界 条 件 可 以 称 为 极点 〈 极 轴 ) 绝热 边界 条 件 。 

本 章 计算 一 个 各 向 异性 薄 圆 球 冠 ， 球 冠 面 与 外 界 绝热 。 材 料 参数 和 结构 参数 为 ,= 
0. 30kcal/(m。h.C) ,As =0.11kcall(m .hv CC) ，R=lm， g 二 0。 球 冠 底 端 (0, = 90") 
温度 边 值 条 件 为 (4sinp 十 3cosp 十 8)C 。 

(1) 收敛 性 验证 

各 向 异性 球 冠 的 各 向 异性 角 8 = 45”。 收 敛 性 验证 计算 通过 增加 本 并 减 小 9 ， 观 察 


T(cos 76'0 (°C) 变化 趋势 。 计 算 结 果 在 表 16 -7。 


0 = 0 10 -dg = ( 0 (16 — 26) 


表 16-7 收敛 性 计算 结果 


ss 49000 40000 30000 20000 10000 5000 1000 500 
16 

0 一】 8. 626 8. 626 8. 626 8. 626 8. 624 8.619 85571 8.515 

0 一 0.1 8. 636 8. 636 8. 632 8. 634 8. 628 8. 622 8.572 8.515 

0 = 0.01° 8. 637 8.637 8. 632 8. 634 8. 628 8. 622 8.572 8.515 

bi 一 0.001” 8. 637 8.637 8.632 8. 634 8. 628 8. 622 8.572 8.515 

0; = 0, 00001” 8.637 8.637 8, 632 8. 634 8. 628 8. 622 8.572 8. 515 

01 三 0.0000001” 8. 637 8,. 632 8.634 8. 628 8, 622 8. 572 8. 515 
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表 16 -7 显示 本 节 给 出 的 算法 收敛 稳定 。 

(2) 各 向 异性 球 冠 温 度 场 分 布 情况 

计算 中 通过 改变 球 冠 各 向 异性 角 8 观察 球 冠 面 温 度 变 化 情况 。 计 算 时 J 王 40000 .0 = 
0. 0000001”， 结 果 见 表 16 -8 一 表 16 - 10。 


表 16-8 Tlcosb,p) (C),B= 0° 


135 180 225 270 315 
0. 0000001 8. 000 Ts 000 8. 000 8. 000 8. 000 8. 000 
也, :25 8. 028 8. 00: 7. 979 7.966 7.972 7.995 
22. 50 8. 259 i 7. 806 7.679 7. 741 17.954 
45.00 64 8. 928 .164 7. 304 6. 852 7.072 7. 836 
67. 50 9 10. 050 i; 6. 460 5. 459 5.947 7. 637 
78. 7 本 10. 890 . 5.836 ” 4. 430 1] 癌 7. 190 
90. 00 12. 900 12. 000 上 5. 000 3. 050 4. 000 7. 293 


表 16-9 Tlcosg,p) (人 ) ,B= 45° 


45 90 


0. 0000001 i 8. 000 8. 000 8. 000 8. 000 8. 000 8.000 8. 000 
tl 29 2 03 8. 392 本 7. 491 7. 363 7. 608 8.083 8. 509 


22. 50 8. 986 ?7,323 6. 824 7.014 C282 8.677 


45. 00 本 10. 210 9. 138 7.399 6. 013 5. 790 6. 862 8. 601 
67. 50 ; 11. 490 10. 360 4. 506 5..6039 8S. 156 
78. 75 , 12. 190 11.110 3. 809 1. 887 7.788 
90. 00 y 12. 900 12. 000 § 3. 05 4. 000 7.293 


表 16 -10 


0. 0000001 . 8. 000 8. 000 x . 000 8. 000 8. 000 


11. 25 #1 9..176 8.951 : . 824 7.049 7. 832 
22. 50 9. 838 9. 485 .26: 。 )，16 6.515 和 7387 
45. 00 ， 10. 890 10. 890 #24 5 5.664 7.587 
67. 50 i; 11. 870 11. 130 5 554 . 654 ; 4. 871 7. 447 
78.75 ; 12. 390 a 9s sy 4. 453 人 1873 
90. 00 5 12. 900 5.。 3. 050 4. 000 7..298 


表 16 -8 一 表 16 -10 显示 各 向 异性 对 温度 场 影响 显著 ， 各 向 异性 不 能 忽略 。 
值得 指出 的 是 ， 当 球 冠 底 端 温度 边界 条 件 为 b, 十 bicosmg 十 bysinmgp ， 球 冠 极点 温度 值 
就 为 bo o 
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16.5 缔 合 复数 球面 函数 展开 法 总 结 


本 章 引 入 的 连带 复数 球面 函数 可 用 来 分 析 计 算 球 坐标 下 的 各 向 异性 物理 问题 ， 该 方法 


同样 可 以 分 为 四 步 。 
T= 忆 广 coer 
以 此 将 控制 偏 微分 方程 从 实数 空 ; 间 变 换 到 虚数 空间 ， 
第 二 步 : 两 次 展开 


记 (z) = Pa (1— x) 


人 4 为 复数 。 令 工 的 7 次 宕 前 系数 为 0， 可 以 得 到 A, (7>1) 与 A。, A 的 四 项 递 

推 公 式 ， 进 而 得 到 缔 合 复数 球面 函数 复数 形式 解 。 

第 三 步 : 合并 m 的 计算 区 间 

根据 相关 函数 的 奇偶 性 检查 和 物理 特性 ， 缔 合 Z (0,9) 函数 解 中 m 的 计算 区 间 能 从 
(一 oo) 合并 到 [0,w%) ， 如 此 就 简化 了 计算 ,并 得 到 实数 形式 的 一 般 解析 解 。 

第 四 步 : 根据 傅立叶 级 数 方法 处 理 边界 条 件 

为 了 求解 数学 物理 问题 ， 需 要 确定 待定 常数 。 将 所 得 一 般 解 析 解 代入 到 边界 条 件 ， 根 
据 傅 立 叶 级 数 的 正 交 性 可 确定 待定 常数 。 


16.6 缔 合 复数 球 多 项 式 系数 说 推 公式 


根据 式 (16-13) 和 (16 -14)， 可 得 


] 

ia ee 21 D2 = 六 A ) 

A 

Zuniz,l = Da 

Li 0 = LD;,, Mi (m 十 2)] 

» Ee E;; 2 2 (D,, — A,) 

Lin.31 3 3 了 2 十 31 

A Ds | 

Bn TE A 十 也 二 3E;s 一 | 轨 | 一 1 一 2 (CD,)] 

上 ( 村 D, 

Z wt Es > 一 2 + (Ds 门 十 二 全 (2 十 |m| 一 Ds) 十 
(1+ +E) 


(16 - 23) 
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当 j 为 大 于 或 等 于 4 的 偶数 时 ， 可 得 
a pd 好 十 1 十 而 2 


rm -> (7 十 2)(j 十 1) ni 2,.0 十 2Dy (j 十 2)(j 二 1) epi 十 
2 Dat2Eaj— Ai 2 Da $ 
(j 十 2)(j 十 1) oy (站 多 
A A 一 人 《一 7 一 全 中 多 Byy) A (j 十 1 十 m) A 
pA = i 和 2 mej—1, 
a (j 十 2)(G 十 1) 本 OFT et 
2 六 十 D2 = 二 2Essj SF 27 人 多 | 2 万 2 2 
(j 十 2)(j 十 1) i 
(16 —24) 
当 j 为 大 于 或 等 于 3 的 奇数 时 可 得 
A EE (j 十 1 十 m) 4 
Limi ad 5 ein =20 2 Dzs mj—1.0 
(j 十 2)(j 十 1) ' OF It 区 
2 7 医改 站 2 十 Ea Ee 27 — Ms 多 2 D2s 2 
(7 十 2)(j 十 1) mJ) | (二 2 mtl.0 


, 一 和 一 


Se fd 


2 | 23 S eg— La 
“mep Gj 十 2)G 十 1) rel Tn 7 yA 1 ta 
277 十 Dz 十 2Ewj 一 2j 一 4, A D2 A 
2 2 
(二 2) 十 1) 二 


(16— 25) 


第 17 章 机 风 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 球 带 面 稳 态 热传导 
参数 缔 合 复数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 


在 本 书 第 14 章 、 第 15 章 、 第 16 章 基础 上 ， 本 章 讨论 考虑 球面 与 外 界 换 热 的 球面 稳 
态 热传导 问题 偏 微分 方程 求解 。 为 了 避免 在 球面 南极 、 北 极 处 ， 复 数 球 多 项 式 发 散 的 问 
题 ， 本 章 沿用 第 16 章 的 求解 思路 ， 给 出 了 参数 缔 合 球 Zi 方程 ， 采 用 缔 合 复数 球 多 项 式 和 
缔 合 复数 球面 函数 ,求解 考虑 球面 与 外 界 换 热 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 方程 。 完 成 理论 求 
解 后 ， 进 行 了 验证 计算 ， 并 给 出 计算 结果 。 


17.1 球 坐标 下 考虑 球面 换 热 的 名 向 异性 热传导 偏 微分 方程 


考虑 球 坐标 (r,0,g) 下 的 曲线 型 各 向 异性 薄 球 壳 面 ， 球 半径 为 R， 温度 场 分 布 与 7 无 
关 ， 球 面 与 外 界 环境 换 热 ， 且 在 球面 边界 与 外 界 也 进行 热 交 换 。 这 样 球 坐标 下 稳 态 热传导 
控制 偏 微 分 方程 为 


i 动 2 了 中 oT 
尺 ,， 一 - - Rs 2k,; 一 
“Rsin0 9¢9 F 及 5 sing 让 ”Rsing 9 p90 


2 YT—T.) 一 4 


(17.= 1 

其 中 zs As As 为 热传导 系数 

kzss = kscos B+ kssin’B 

Ra = kas = (k;— ks)sinBcosB 

ks = kssin’ B+ kscos’B 
式 中 了 (0,9) 为 沿 球面 的 温度 函数 ; g 是 热源 函数 ， 方 向 2 为 球 坐标 方向 角 gp (0 pg 二 2x) 
ep dni eid Mt Re eat eb ee 
球 充 厚 ， 过 与 党 面 上 下 介质 之 间 的 换 热 系数 , T, 为 壳 面 上 下 介质 的 环境 温度 。Az 、k; 为 
ede 质 两 个 主轴 方向 热传导 常数 ( ks 二 k; ) ,PB 为 ks 主轴 方向 与 gq 方 向 (地理 纬 线 
方向 ) 的 夹 角 。 

引入 如 下 参数 变换 


ee 
i 了 qr 2 3 
8 ks (17 -2) 
k: 2 Rk,» 
Ks = 1 ,Ky = K,, = Re ,K 2 = 7 一 COSO 


可 将 方程 (17 -1) 变换 为 如 下 偏 微分 方程 
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K,, Wa 


sy a 人 TT 
]—x 二 


下 
2 2K,; 9g -AT G 


sd[ 一 27 

(1 冯 3 

带 参 数 4 的 方程 (17- 3) 求解 和 没有 参数 的 方程 (16. 3) 求解 的 程序 类 似 ， 但 得 到 
解 和 相关 函数 不 一 样 。 


17.2 参数 缔 合 球 Zi 方程 、 复 数 球面 函数 、 复 数 球 多 项 式 及 球面 
换 热 的 各 向 异性 球面 热传导 解 


17. 2.1 参数 缔 合 球 2 方程、 参数 缔 合 复数 球面 函数 和 参数 缔 合 复数 球 多 项 式 
设 方程 (17 -3) 有 如 下 形式 解 


T= 书记 (er {17 一 4 


胡 二 一 态 


其 中 让 = 一 1 ; m 为 整数 。 
7 一 0 时 ,方程 (17 -4) 简化 为 
过 了 sv TT 


ee i 
方程 (17-5) 是 勒 让 德 方程 。 设 = (1+T0) ，(17-5) 勒 让 德 方程 解 为 
T = aLi(rt) taLs(r,L) (17 6) 
其 中 
L(t) =1 te 2 于 ， 
La (zi (一 D+, s+ = 2 44 。 
C1. 
式 中 a。、ai 为 待定 实数 常数 。 
对 于 天 0 ， 设 
fala) 三 (1— 2 yx) i 


式 中 j 为 整数 , x 关 士 1 。 
将 式 (17 -8) 代入 方程 (17 - 3) 可 得 


Kss(1— x’) i 2rKa(|m|+1) un + Qo Ka|m|—m:)y, (7) + 
下 
《1 -= 下 po)m* 生 2K» 1m | m Ee — Zi dy, (x) 二 
1 一 并 dx 


(17 = 9a) 
对 于 各 向 异性 介质 Ks 关 1， 设 
Val) 1— NE) (17 -9b) 
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参数 缔 合 复数 球 多 项 式 与 复数 球面 函数 .269 . 
再 设 
写生 A (17-9c) 


j=0 


综 上 所 述 ， 可 得 以 下 函数 形式 
T= > A (1 — zx) pew (17 -10) 
式 (17-10) 定义 了 一 个 复数 级 数 函 数 ， 可 称 为 参数 缔 合 复数 球面 函数 ， 记 为 


Z,.(9,g,X) 。 其 实数 形式 见 后 续 式 (17 -20)。 根 据 数学 物理 实数 化 原理 : 描述 现实 物理 现 
象 的 数学 函数 应 该 是 实数 渔 数 ， 因 此 ， 如 果 式 (17- 10) 是 问题 解 ， 式 〈17 - 10) 应 该 是 
实数 函数 ， 即 


如 果 DA (1 一 下 站 we 是 实数 函数 ， 当 m 关 0， 可 得 


> DA (1 — 一 S12A,, (1 — 2) i em 


= 7 一 0 


因为 A,, 为 待定 复数 常数 ， 上 面 2A 可 以 改写 为 Au 。 因 此 可 得 


T= DIA 2) rem (17 -11) 
将 式 (17-9b) 代 人 方程 (17 -9a) 可 得 
Kl 2 二 Kt | | 3 Kosim i 2 D+ mn 
Ka(|m|+2) +2iKam( ml+2D) r+ Kas(m|+2 Ym|+3)]0 mr)}X(r)=0 
(17 -12a) 


引入 以 下 参数 变换 


E;; = |m|+ 3,E,, = (K,; Ks, Uml+t 2 1 
mm” 下 


33 


-~ Kk» 4 Ka(|m|+2)(|m|+ 3) 
a Ks 
运用 以 上 参数 变换 ， 可 将 方程 (17 - 12c) 改写 为 
(1 一 22 9 一 人 二 5 下 全 “Po 和 |m | 十 2 二 这 Ca 一 0 
一 


(17-12b) 

方程 (17 -12b) 是 一 典型 复数 微分 方程 ， 这 个 复数 微分 方程 在 球 坐标 下 各 向 异性 数 

学 物理 问题 求解 中 要 经 常 遇 到， 0 守 汶 当 吉 妨 闪现 交 方程 。 这 个 方程 在 后 续 球 坐标 数学 

物理 问题 求解 中 要 广泛 采用 。 将 式 (17 - 9c) 代入 到 参数 形式 缔 合 Zi 方程 (17 - 12b) 

中 ， 可 得 一 复数 系数 多 项 式 控制 方程 。 令 式 (17-9c) 中 Ao 关 0 ,A 关 0 ,x 关 土 1 。 令 

所 得 多 项 式 控制 方程 中 (1 一 zz (一) 一) 
(1 一 z?) 和 1 乘 宕 项 的 系数 为 0， 可 以 推 得 : 
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A,z = (De — 全 
As = ia[De 一 并 — m+ 2)]Ao t+ An LE — SD + 


1 2 oe) 


2 


A = Aso 一 Am 31 LT 下 ss 


十 (Da)] 十 (2 十 | 和 | 一 Do )- 


py 


(17=.18) 
其 中 D,, = E,,m’ 5 Dy Es FE,m B 
令 多 项 式 控制 方程 中 xz’ (1 一 zx)- 生 +1 (j 之 3) 乘 寡 项 前 系数 为 0， 可 得 四 项 递 推 公式 
i a eh sn 


a 由 
2 ns Mj 23 
A, +2 A, 天 一 2 = 从 i 12D ( 


(j 十 2)(j 十 1) 7 二 
27° 上 4 站 2Essy 2 Se i si 
A (j 十 2)(j 十 1) tT An 2 
(17—14) 
结合 式 (17 -13) 和 (17 -14) 可 得 递 推 公 对 
人 A 
A OS iA,, yi CA) 十 Ai6 Zio CA 《 甩 为 偶数 ) 《了 本 15a) 


A 人 
Ai 3 1A,.o Zn,it1.0 (A) 在 Aj; pT (24) (i -lL 为 奇数 ) (17= 15b) 


A A 人 人 
其 中 2 《4X4) ,Zij.o (A) QtoCA) QiCA) 为 实数 ， 目 为 4 的 函数 ， 可 由 本 章 17. 4 
公式 推 得 。 

将 式 (17 -15a) 和 (17 -15b) 代入 式 (17 -11) 可 得 


二 > (1 =z) (Aor er 十 Aizieie 十 


人 A 人 A 


[LiA,. ZL.2.1 CA) + Anio gd (A) jx EY 十 [LiA。 Zp (A) 二 A rid Sok 嘻 


> 
> 
> 


A 
LiA pA (A) 十 An 太 (a) re 十 [LiA,.0 pA (A) 十 A bE (CA) |x er 十 ne 十 


人 人 A A 
[iA,. Fin (A) 二 An 人 CA es 章 [iA,.o Louiso (A) 上 pa 区 lad (CAN J es 下 2 } 


(17 -16) 
式 中 Ao ,A ,e” 为 复数 ， 可 写 为 
An = Aio,s tt 1As,o,i 
六 二 A tT TAs (17 - 17) 


ef = cos(mg) tisin(mg) 
其 中 ee ye 四 si 为 实数 。 
将 式 (17-17) 代入 式 (17-16) 化 简 可 得 
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三 ，” 声 
T= DLAor tiA,.0s)e™rQ (zh) + 
m=1 (17 一 18a) 


出 


人 
(Ai 十 iDey025 (zr,A) (1 一 z)2 十 1 
人 
定义 参数 缔 合 复数 球 多 项 式 Q2,% (x ,4) 
/ 人 人 六 
[a = [Z, (x) +iZ, (Cr)] (1— ze) + 
ee (17 -18b) 
A A 本 
pe ea = [Z, (xz)+i Zs (rz)] (1—x’ ) +t 


A 人 
其 中 Q(z ,4) 称 为 第 一 类 参数 缔 合 复数 球 多 项 式 , Q(x ,4) 称 为 第 二 类 参数 缔 合 复数 球 
人 A A A 
多 项 式 . Z (和),Z, (zh),Z (Xx,X),2Z, (XI,4) 为 新 定义 的 实数 多 项 式 


A wm 太 
Z, (x,A) Se > 和 十 


| 


m 


A A 
2 (Xx,2) > 斯 ， Lini2ktl,0 CA 
CI? = 19) 


| 


人 
及 向 二 二 


2 


人 
Z. (sy = > Zi CA 


人 人 人 人 
其 中 QZ (zh ,QZ Orz) Z Cr， 2Z (zh) 多 项 式 由 mr, j GO 一 2 或 /一 2 十 1) 和 zz， 
a 克 吉 全 确定 。 


人 人 人 A 
2 TI) ,ZT 和) ,ZZ (ZX ,A),Z, (x,4) 可 分 别称 为 第 一 、 二 、 三 、 四 种 参数 缔 合 球 多 


项 式 。 在 某 种 意义 上 ,2 (x 1A), 和 (x ,4)， 多 (x 1X), 多 (x1h) 为 各 向 异性 温度 场 的 特征 
函数 。 


17.2.2 球面 换 热 的 各 向 异性 球面 热传导 问题 复数 球面 函数 解 


根据 偏 微 分 方程 的 可 释 加 性 原理 ， 根 据 式 (17 -16) (17 -18a) (17 -18b) 和 (17 - 
19) ， 可 得 方程 (17 - 3) 一 般 解 析 解 


人 人 
T= 放 ， {AworLZ， (rx,A)cos(mg) — Z, (zh)sin(mzap)] 一 


n= 1] 


A 人 
AoiLZ, (rsA)cos(mg) 十 QZ (rz,A)sin(mg)j 十 


A 人 (17=20) 
A LZ (x,A)cos(mg) 一 Z, (zx,A)sin(mg)]— 


A A mm 
及 全 (zx,A)sin(mg) 十 QZ (Cz,)cos(mop)]} (1 一 )2+ 十 
LU 到 ) 十 而 上 LotzyL) 十 | 
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其 中 Ao ,AswiAsiAyii Gm 二 1 ,0%9) ,uy 和 ai 为 实数 常数 ; 工 , 为 方程 (17 -3) 特 
解 。 


A 人 人 A 
式 (17 -16》 昌 和 1 和 52Zogo(ANsZipiatA)sZwirti 可 以 根据 本 任 17.4 公式 计算 出 


来 。 这 样 ， 多 项 式 和 (i 中 的 7 可 以 在 2. 截断 。 如 果 式 
(17-20) 级 数 解 的 mm 在 M 处 截断 ， 并 代入 到 具有 特定 的 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 那么 级 
数 解 存在 4M 十 2 待定 常数 ， 具 体 包 括 A AstAsiA,i (lm 和 MD),wial。 注 
意 到 ， 球 带 具 有 两 个 具有 特定 纬度 余 角 0 的 边界 条 件 ， 这 样 根 据 cosmg 和 sinme 傅立叶 级 
数 正 交 性 ， 可 以 得 到 4M 十 2 方程 ， 可 以 求解 4M 十 2 个 未 知 数 ， 问题 得 解 。 


17.3 数值 实验 


考虑 各 向 异性 薄 球 面 ， 其 球面 半径 尺 为 1m， 热 传导 常数 为 名 = 0.30kcal (mv hv) 
kss = 0.11kcal/ (mh. ‘CC),h, =0.1kcal/(m: ho C)., R=1m,6=0.01m。 上 纬度 边界 
(0 二 10") 给 定 温度 边界 条 件 为 (3sing 十 2cosg 十 7)C ,下 纬度 边界 (4 = 100°) 给 定 温度 
边界 条 件 为 (6sing 十 5cosg 十 12)"C ,球面 与 外 界 换 热 , T, 二 0 。 这 样 的 各 向 异性 介质 中 
稳 态 温度 场 可 以 视 为 与 径 向 r 无 关 ， 温度 只 与 (9,g) 有 关 即 本 二 T(x.y) 。T(cos9.¢) 单位 
为 (CC)， 表 中 yg 和 09 的 单位 为 (") 。 

(1) 多 项 式 儿 《zi 和 zs 和 Lx :ZCxoh) 系数 分 布 


A A 人 A 
考虑 球 多 项 式 2 (zx, 和 ),Z, (TA).Z (XX).Z, Cr) .需要 研究 分 析 多 项 式 中 的 系数 


人 


人 A 人 
Zak0 (A) sZtr1.0 (A) Qt ,Zzr4 (XA) 。 对 于 上 述 各 向 异性 球 带 面 、 各 癌 异 性 角 B8 = 


人 人 人 从 
0” 时 ， 系数 ET 0 WD A © WD A Oo 显示 在 表 17 一 下 和 17 = 2 ( 表 中 ， 
2& 和 2k 十 1 用 j 表示 )。J = 二 1000。 


表 17-1 (2) 1h= 咏 


1 

3. 772727272727270 98. 363636363636360 105. 681818181818200 | ll3,. 727272727272700 
3 0. 000000000000000 0. O00000000000000 0. 000000000000000 0.000000000000000 
4 1605. 690427478598000 1792. 476584523259000 2090. 380510167920000 2522. 088154825831000 
5 0, 000000000000000 0. 000000000000000 0.000000000000000 0. 000000000000000 
6 12373. 194547483970000 14844. 398702077080000 18906. 825496453930000 25204. 737796905310000 
7 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 
8 58481. 768369458380000 75833. 263724103220000 | 105780. 587945948700000 | 155843.610591279200000 
9 . 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 0. 000000000000000 


182404951900000 | 694056. 245867685500000 


426969. 


198861. 279406. 581667270600000 


353547966600000 
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第 17 章 
23 


A 
Braj (和 ) 手 B = 0” 


表 17-2 


2 0. 000000000000000 
3 2. 590909099488550 
4 0. 000000000000000 
§ 354. 186570343828800 
6 0. 000000000000000 
2082. 537355668717000 
8 0. 000000000000000 
9 8225. 370186962649000 
10 0. 000000000000000 


4. 454545478929170 


2540. 


10861. 


. 000000000000000 


. 000000000000000 


671074671218200 


. 000000000000000 


223979524120000 


. 000000000000000 


335353203430000 


. 000000000000000 


15323. 


0 


. 000000000000000 
. 227272784619620 
.000000000000000 
.579132975089900 


.000000000000000 


| 


038928192695000 


. 000000000000000 


581351638990000 


000000000000000 


0. 000000000000000 
. 909091016559890 
0. 000000000000000 
.993389963627600 

0. 000000000000000 
4385. 474005549504000 

0. 000000000000000 
22690. 169943288760000 


0. 000000000000000 


A A 人 A 
Bp 一 45 的 各 向 异性 圆 球面 中 Zoo CA) ,Zorriio (A) Qt) ,Zz (A) 数值 计算 结 


果 见 表 17 - 3 和 表 17 - 4。 


家 嫉 =3 


A 
Zn CN B= 


50. 780487804878050 .780487804878050 .780487804878050 .780487804878050 
3 . 224866151100540 .381915526472350 . 381915526472350 70. 167757287328980 
4 752676040973100 603.775073710009800 .775073710009800 678. 368809079307100 
5 185. 958974594522100 675. 445238680065700 . 445238680065700 1023. 254784885512000 
6 2393. 397886434688000 3132. 398190597177000 .398190597177000 3620. 435365954028000 
人 992. 677368783528000 4087. 454158137545000 . 454158137545000 6598. 141954560051000 
8 7490. 208684700865000 10516. 253122114520000 .253122114520000 12212. 528292644170000 
& 3386. 575620609534000 15841. 855045990780000 15841. 855045990780000 27166. 434074252440000 
10 17900. 366835529100000 26460, 626191650270000| 26460. 626191650270000 29881. 266708498900000 
16 132597. 628277704200000 | 146834. 400251403300000| 146834. 400251403300000 90034. 844114307770000 
1 181101. 222811067500000 | 426270. 225136722900000| 426270. 225136722900000| 889083. 199671344100000 
18 198634. 475946827100000 | 203511.029900719600000| 203511.029900719600000 33621. 802061017840000 
19 296347. 639571788000000 | 729417.605418162900000| 729417. 605418162900000| 1579106. 564748696000000 
20 |279662.298000972800000 | 254181.275646661500000| 254181. 275646661500000| 一 149190. 908567604000000 
24 481222. 006740268600000 | 270213. 168307127800000| 270213. 168307127800000| 一 1283883. 158804141000000 
25 931700. 201880085100000 | 2570196. 218829975000000|2570196. 218829975000000| 6071731. 209322093000000 
26 597267. 451385836200000 | 190456.772877145600000| 190456.772877145600000| 一 2503528, 524030705000000 
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表 17-4 2 (和 ) ,B= 45° 


2 4.634146341463415E 一 0011 | 9.268292682926831E 一 001 1. 390243902439025 1.853658536585366 
3 18. 116993848598600 18. 687487579582230 19. 304977137844360 19. 969:46252338498u 
1 8. 583324869536622 17. 894439527381590 28. 197719127696930 39. 757538824644660 
5 117. 247839885871100 125. 380517544500000 132. 710262375237000 138. 888000599404100 
6 57. 862630163785570 127. 481040484356400 212. 603064186554500 317.598540032892400 
7 440. 312407692623200 488., 033120001470700 522. 898361615520100 536. 835241196413000 
8 228. 482082800338000 535. 024331291513700 946.078803282386200 1495.037076580353000 
9 1184. 308119663237000 1355. 373672249769000 1445. 757812303600000 1386. 027002848626000 


10 648. 476189243893000 1615. 586203450463000 3025. 075066996053000 5038. 654835182033000 


16 5013.058988477604000 14840. 472554131020000 32340. 669768171590000 61306. 337170580100000 


17 111935. 364445307530000 14552.914212670720000 11261. 508405302820000 | 一 7806. 602456474267000 


18 8015. 321244969457000 24969. 470847143390000 56807. 111570652410000 | 111335. 466884127700000 


19 17081. 236888844760000 | 20788. 295745878140000 12611. 648285171260000 | 一 29301. 181215490900000 


20 11997. 739154945240000 | 39201. 126286896140000 | 92775. 152335814970000 | 187117. 938946319300000 


24 23228. 174018537330000 82734. 089867291810000 | 209830. 936145809600000 | 442311. 324559332700000 


25 38618. 810165038230000 44767. 263634197890000 | 一 10554. 316742564230000 | 一 268245. 249893950900000 


30584. 180731942510000 |113273. 311077623400000 | 296103. 968036766100000 | 634114. 749860510900000 


(2) 参数 连带 复数 球面 函数 的 收敛 性 验证 
针对 各 向 异性 角 8= 45" 的 各 向 异性 薄 球 面 进行 数值 实验 ， 其 他 计算 参数 与 上 节 相 同 。 


首先 增加 j 的 计算 项 数 ]， 观 察 TCcos so>x,0)('C) 变化 趋势 。 计 算 结果 见 表 17 -5， 
表 17-5 Tl(cos ux,0)('C) 与 /变化 趋势 


380 500 600 1000 10000 


0. 2949 


0.7797 0.7967 0.7977 


error 0. 4801 0.5850 0.5916 


表 17 -显示 式 (17 -20) 收敛 稳定 。 计 算 发 现 对 于 不 同 的 计算 参数 ， 缔 合 复数 球面 函 


数 收敛 速率 不 同 。 为 比较 起 见 ， 同 时 采用 参数 缔 合 复数 球面 函数 Z, (0,g,X4) 和 参数 复数 球 
面 函 数 Z, (zx ,gp,4) 求解 同一 个 各 向 异性 球面 稳 态 热传导 ， 球 带 的 各 向 异性 角 B= 30 .45”。 
J 王 1000， 其 他 计算 参数 同上 一 节 ， 计 算 结 果 见 表 17 -6。 


第 17 章 表面 与 外 界 换 热 的 各 向 异性 球 带 面 稳 态 热传导 方程 一 一 
参数 缔 合 复数 球 多 项 式 与 复数 球面 限 数 。 275 ， 


表 17-6 对 比 计 算 结果 


i 计算 结果 Zi (x,g'4) 计算 结果 


0. 7977 


0.7977 


0.5916 0.5916 


表 17 -6 显示 两 种 方法 在 计算 同一 个 球 带 面 时 ， 计 算 结 果 相同 ， 但 在 求解 包含 南北 极点 


在 内 的 球 冠 和 完整 球 ， 两 种 方法 就 存在 区 别 , Z, (z,p,A) 在 极点 面临 发 散 问题 , 2. (0,9,1) 
在 求解 此 类 问题 有 独特 优势 。 

式 (17 -8) 引入 ,使 得 在 求解 球 坐标 下 的 热传导 方程 时 有 望 获得 在 南北 极 有 限 值 的 函 
数 解 。 根 据 缔 合 复数 球面 函数 获得 的 级 数 解 (17 - 20) 在 南北 极 有 限 值 特点 ， 这 使 得 式 


(17-20) 有 着 更 大 的 应 用 范围 。 
17.4 参数 缔 合 复数 球 多 项 式 痒 推 公式 


根据 式 (17-13) 和 (17-14) 可 得 


1 
p> rp 21 ‘De = 次、 雪 


人 

me2slA) ES D2s 

s Ds 

ro CA 3 LD — ng (1m 十 2)] 


D,, 2 0 


(A) = 31 


Es 2 2 
3 3 D;; 十 


A 


Zs A) = [一 + Dz t+ 3Ea — |m|—1—2(D,)’] 


A l 1 D,, 2 (Dzs YY 

二 站 十 和 31 Es ; 十 (D2 六] 十 31 (2 十 |m| 一 Dz) 十 
D;, D;; 

31 (1 十 本 十 下 3) 


(17-21) 
当 j 为 大 于 或 等 于 4 的 偶数 时 ， 可 得 
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| 


2 a Me 由 机 且 上 下 | (7 守 十 zm》 当 
Ln,jt2,.0 (A) (7 二 1y Zn iso CA | 21);s 二 13 Bis it 二 
27 + Dz +2Esj— 2j—h,» __2D: }$ 

(二 20 二 1) Lin NF rr) 
2 = (j++1+im) 4 . 
Zn.it2,1 (A) 一 (F201) Zn.j2.1 (4) — 2D;s, 0 和 
27 + De + 2Esj— 2)— hy 2Ds 

(二 2)G+1) Ln Wt TF et 0) 

(17 -22) 
当 j 为 大 于 或 等 于 3 的 奇数 时 可 得 

2 = ITEs) i i en hh | 
ee GG 二 2G+1) Zi 2D FD TI Lr + 
27° + D+ 2Eysj— 2j— A ) 2Ds # 

GT Zi N+ et 0) 
2 = ) 一 雇 8 
和 


(二 双人 二 pe TE 
2 六 十 Ds 十 2Ess1 一 2j 一 
(I 十 2)G 十 1) 


2D;; 


A 
2 ud (2A) 


人 
J Digi (2) pa 


17 = 


第 18 章 各 向 异性 薄 圆 锥 壳 热传导 问题 解析 


18.1 概述 


锥 形 壳 各 向 异性 物理 问题 求解 是 数学 物理 经 常 遇 到 的 经 典 问题 。 球 坐标 可 以 用 来 分 析 
锥 形 域 数 学 物理 问题 。 本 章 及 后 续 第 19 章 ，20 章 应 用 本 书 提出 的 复数 级 数 方法 ， 研 究 各 
向 异性 薄 锥 形 壳 稳 态 热传导 、 非 稳 态 热传导 和 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 方程 解析 求解 ， 提 
出 了 相关 问题 一 般 解 析 解 。 


18.2 各 向 异性 薄 圆 锥 充 稳 态 热传导 控制 方程 


球 坐 标 系 (~,0,9) 下 ， 与 余 纬 度 0 方向 无 关 的 二 维 各 向 异性 球形 域 温度 场 控制 方程 
如 下 


1 让 oT 1 本 1 过 处 


~ 十 启 |I 2 


【天 


人 产 Sin20 9 人 dr 9 1 下 rsing 9 po97 ki rsing 99 站 
C18— 1) 
其 中 了 (rp) 温度 函数 ,gq 热源 函数 。 锥 面 与 外 界 环境 热 绝缘 ， 热 只 在 圆锥 面 ( 过 rr 过 ， 


0 达 g 达 2x,0 问 定 , 0 过 0 过 x) 内 传导 。 方 向 2 为 球 坐 标 经 度 yg (0 过 pg 声 2x) 方向, 方 
向 1 为 球 坐 标 径 向 rr (ri 过 7 迄 rr) 方向 。A An As 为 热传导 系数 

Ai = Acos 8 二 Asin 8 

kis = (ki — k,)sinBcosB 

ks = kisin’ B+ kscos B 
其 中 ks 为 二 方向 主 热传导 系数 、 切 向 0 方向 主 传导 系数 。8 为 锥 面 内 最 大 热传导 轴 方 向 
与 径 向 7 的 夹 角 。 

鉴于 锥 这 很 清 ， 可 以 假设 物理 量 沿 纬度 〈 厚 度 ) 方向 不 变 ， 即 对 于 任意 锥 壳 圆 锥 半角 

0 ( 即 球 坐标 中 余 纬 度 0 ) 固定 不 变 。 定 义 


= 1,K,, = 一 
Ky kiising Ail Sin20 人 2 
将 方程 (18 - 1) 变换 为 下 式 
dT 0 2 | J < 9 T 4 2 加 
K», ] 天 冰 六 (7 了 7 Ft 2K12 PE ag i ii (18 3 
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18.3 一 般 解 析 解 的 建立 


设 方程 (18 -3) 有 如 下 解 


Te (18—4) 
其 中 = 一 1 ; m 为 整数 。 
m 二 0 时 ,实际 上 是 求解 锥 面 轴 对 称 问题 
d,» dT 


pr B= (18-5) 
根据 常 微分 方程 理论 ， 得 出 补充 解 
T* = A 十 A 二 (18 -6) 
其 中 A, ,Ai, 为 待定 实 常 数 。 
在 m 关 0 时 , 设 
万 Cr) 三 Ar (18 -7) 


其 中 A = Ar 十 is 是 复数 , A,,Ai 为 实数 , ;为 特征 根 。 
将 式 (18 -4) 和 (18 -7) 代入 方程 (18 -3)， 可 得 


十 (一 i 十 2mKis)s 二 + Kzm* 一 iKim==0 (18 -8) 
(18 -8) 为 特征 方程 ， 求 解 可 得 特征 根 
5 一 @i 十 访 
sa 一 da 二 ib, 
其 中 
2 三 ws: 三 一 Kis 
太一 0.5L1 十 V1LI 十 4o22(K2 一 (Ke 入) (18-9) 


b; = 0. 5[1— V1 dm (K,, — (K,,)*)] 
可 以 推导 得 出 方程 (18 - 3) 齐 次 解 


oo 


f= bp 《六 [LA wsvrcos(C7ap 十 ailnr) 一 AsinCzop tt a ln7) ] 十 


m= 1 


(18— 10) 
rr LAs.,.rcos(mg tt aslnr) — As. sin(meg 十 aslnr) |]} 
考虑 线性 偏 微分 方程 的 线性 释 加 原理 ， 综 合式 (18 -6) 和 (18 -10)， 该 问题 的 一 般 
解析 解 


oo 


= 六 《天 而 [Arcos(Czap 十 ailnr) 一 AisinCmop 十 ca lnr) ] 十 


m= 1 


站 [LAs.,,cos(mgp + azlnr) — As,isin(mg + a lnr)])} 十 A, 十 A， 二 Lo 


l=11) 
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其 中 AAA 一 1 oo Ai ,AI 为 待定 常数 ; Tu 是 针对 给 定 热源 分 布 
的 温度 场 特 解 。 

在 实际 计算 中 ，m 不 可 能 取 无 穷 大 , 设 m 最 多 取 到 M。 式 (18 -11) 定义 的 新 函数 
实际 上 是 单 重 级 数 ， 可 以 有 4M 十 2 个 未 知 数 。 对 于 环 圆 锥 壳 每 边 有 1 个 边界 条 件 。 在 每 
个 边界 条 件 所 建立 的 方程 中 将 非 傅立叶 级 数 的 部 分 展开 成 为 傅立叶 级 数 ， 根 据 级 数 的 正 交 
性 总 共 可 得 到 4M 十 2 方程 可 求 得 4M 十 2 未 知 数 。 对 于 尖 圆 锥 面 ， 式 (18 - 11) 在 锥 尖 处 
有 限 可 以 消减 2M 十 1 个 常数 ， 再 利用 锥 底 边 界 条 件 所 建立 的 方程 中 将 非 傅立叶 级 数 的 部 
分 展开 成 为 傅立叶 级 数 ， 根 据 级 数 的 正 交 性 可 得 到 2M 十 1 方程 可 求 得 2M 十 1 未知数。 可 
以 求解 尖 圆 锥 过 温度 场 问题 。 当 0 = 90 时， 圆锥 壳 变 为 圆 域 。 本 文 解 同样 适用 于 圆 域 问 
题 求解 。 


在 求解 中 ， 本 文 从 数学 角度 建立 如 下 函数 , T = >) Aurrer 。 实际 上 是 将 物理 问 是 
在 数学 上 延 拓 到 复数 空间 求解 ， 在 复数 空间 完 完成 了 分 离 变量 ， 建立 了 形式 解 。 根 据 实数 化 
原理 ,形式 解 要 符合 实际 物理 ,就 要 能 回归 实数 函数 形式 。18.5 节 给 出 证 明 ， 如 工 = 
对 Are 能 归并 为 实数 函数 ， 天 了 2 本 有 着 工 一 2 Ad 的 和 
部 分 表示 即 式 (18 - 10) 表示 。 这 样 ， 为 简便 起 见 ， 在 求解 偏 微分 方程 时 可 将 工 二 


DS Arrem 代入 微分 方程 并 直接 从 其 实数 部 分 推导 求解 ， 不 需要 再 分 析 m 的 正 负 和 函数 


的 庶 部 、 实 部 。 研 究 表明 , 了 = > Aur"ew 是 求解 球 坐 标 、 极 坐标 下 线性 常 系数 偏 微 分 方 
程 问题 时 的 基本 函数 。 

对 于 复数 形式 的 了 一 >)Arremw ， 实 数 形式 的 工 二 Aureere 根据 偏 微分 方程 的 阶 
数 N 可 写 为 站 本 


T= 2 (2)r [LAscos mg talnr) — Aisin(mg t+ alnr)]} (18-12) 
m 1 一 1 


18.4 数值 实验 


考虑 各 向 异性 薄 圆 锥 面 ， 热 传导 系数 为 和 = 2 kcal/(m.h.C) ,ky 一 1kcal/Cm。 
h .CC)， 下 边界 ( = 0. 1m) 给 定 温度 边界 条 件 为 (2sinp 十 cosp 十 5)"C ， 上 边界 (~ = 
1.0m) 给 定 温度 边界 条 件 为 (4sinp 十 3cosp 十 8)"C ， 薄 圆锥 面 与 外 界 屏 项 ， 这 样 的 介质 稳 
态 温 度 场 形式 上 可 以 视 为 只 与 (r,p) 有 关 ， 即 工 = Tr,p) 。 从 式 (18 -2) 可 知 ， 圆 锥 半 
角 〈 余 纬度 角 0 ) 对 场 分 布 影响 也 存在 ， 但 隐 仿 在 (18 - 2) 的 系数 中 间 。 

(1) 特征 根 情 况 

解析 解 形式 取决 于 特征 解 的 形式 。 圆 锥 半角 0 = 60" 。 针 对 不 同 的 各 向 异性 角 和 mm， 
计算 特征 根 ， 特 征 根 分 布 见 下 表 。 
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表 18-1 


特征 根 分 布 


10 


| 


sl1 一 wii 十 ii 1.91218884891 3. 18832836151 4. 49355682361 5. 80645244191 13.71657045101 

人 
$2 = dz 二 bz | 一 0.9121888489i | 一 2.1883283615i | 一 3.4935568236i | 一 4.80645244191 | 一 12.7165704510i 
一 一 


Si 一 上 十 1 
2. 343 


一 0. 6498786495 十 
90853311 


—1.2997572901 十 


1. 08468893511 


一 1. 94963359486 十 


5.84789567101 


一 六 
7 


5995145981 
.61687985411 


el 


257527718341 


1957864954 二 


[NM] 


$2 = dz + bs 


从 表 18 -1 可 看 出 ， 对 应 
而 B 关 0 即 各 向 异性 情况 下 特 
负数 ，i 

待定 系数 在 锥 尖 处 应 为 0， 


bs 分 别 为 正 数 、 


一 0. 6498786495 一 | 一 1.2997572991 一 
1. 34390853311 


3.08468803511 


一 1.9496359486 一 
4. 84789567101 


不 同 的 mx， 特征 根 均 为 复数 。 


这 就 为 处 理 尖 锥 充 面 问题 打下 了 基 


(2) 各 向 异性 锥 壳 稳 态 温 度 场 分 布 分 析 


为 检验 本 文 解 的 正确 性 ， 考 核 本 文 解 边界 
域 上 边界 (7 三 以 1m) 、 
锥 面 与 外 界 热 绝 


3cosgp 十 8)'C， 


表 18-2 


， 热 传导 系数 同上 算 例 。 


T(r,g) (B= 0°,0 = 


180 


6.61687985411 
当 8= 


而， 


这 样 消减 了 M 十 1 个 待定 系数 。 


5995145981 一 


0 ” 即 正 


.4987864953 


-25527718341 


交 异 性 情 


界 条 件 满足 情况 和 温度 分 布 总 体 情况 。i 
昌 度 为 CA ， 下 边界 ( = lm) 温度 为 (dsine 十 


况 下 的 
征 根 为 一 般 复 数 。 复数 特征 根 的 虚 部 思 


对 于 虚 部 为 正 数 的 级 数 项 前 


选取 锥 面 


为 研究 热 各 向 异性 影响 .改变 各 
向 异性 角 8 ， op 锥 壳 面 温度 场 变 化 情况 见 表 18 - 2 一 表 18 - 


50°) 


270 


315 


,0000 


"2978 
. 2860 
.0337 


.6905 
. 0000 


PP 
-a a ow 


OO 


7. 0000 


9..0523 8.7350 


4. 0000 


6. 1469 


10. 3569 9. 8520 


.0670 6.0475 


11. 4555 10. 7695 


11. 6023 


12. 4650 


12. 9498 12. 0000 
18 -3 


45 90 


.3774 5. 6806 


.6077 “过 354 


. 7071 5. 0000 


180 


1.97614 


1 2588 


.4609 


.0503 


50°) 


3. 0000 , 
5 7095 6. 
5. 4813 a 
1. 9448 站 
4, 3237 re 


.0000 


270 


315 


2929 
9129 
2063 
3369 


3183 


2929 


7.1213 .0000 


8. 0893 


9. 5484 
10. 9386 
12. 2900 


12. 9498 


12. 0000 


1. 0000 
6.2997 
5. 9470 
5. 4939 


S1318 


5. 0000 


Us 


.6360 


.0503 


Ee 


3. 0000 4. 2929 
6.9185 7. 6598 
6. 72520 8. 2170 
5.86265 8S. 1178 
1. 6753 7.6405 
1. 0000 7, 2930 
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对 以 上 数值 分 析 结 果 可 以 得 到 以 下 结论 : 

各 向 异性 锥 形 壳 边界 条 件 得 到 满足 。 各 向 异性 对 于 各 向 异性 温度 场 分 布 有 较 大 影响 。 
当 各 向 异性 角 变 化 时 ,温度 分 布 发 生 较 大 变化 。 这 表明 各 向 异性 增强 后 加 剧 了 锥 面 温 度 场 
不 均匀 性 。 


18.5 复数 级 数 解 实 数 化 证 明 
对 应 于 特征 根 、 = uw, 十 记 的 函数 解 为 


WE 之 ， {r ”LAi.,.cos(mg 十 anlnr) 一 Aisin(Cmp 十 alnr)]} 十 


(18-13) 
i 3 {r ”LAi.,.icos(mg 十 avlnr) 十 ArsinCzzap 十 avlnr)]》 


州 二 一 各 


根据 式 (18 -9)，m 为 正 数 对 应 的 特征 根 实 部 a 、 虚 部 刀 即 5, 一 ww 十 这 ， 那 么 一 m 
对 应 的 特征 根 为 一 a 十 jb ， 对 应 可 得 


1 忆 ， Ga LAi.,.cos(mg 十 alnr) — Ai.,isin(mg 十 ai lnzr) ] } 十 


mi=1 
] 


交 { 六 LAwrcos(Cmop 一 alnr) 一 Ain.isin(mg — ailnr)j}+ 


i 2 r "LAi.,icos(mgt alnr) 十 ArsinCzap 十 alnr)] 十 
m= 1 


一 


] 
> 广 [Aicos(Coap 一 lnr) tA.sin(mg — alnr)j)}+ T™ 


人 SF a LAi.,.cos(mg 十 alnr) 一 Aiisin(mg 十 ai lnr) ] } 十 


m=1 


区 {( 关 [AmsvcosCmaep 十 lnr) + A isin(mg 十 alnr)]} 十 


太一 1】 


兄 


i 次 广 ”[LAwicosCoaep 十 alnr) 十 ArsinCmop 十 ailnr)] 十 


m=1 
Ea 


» ri[LAc wicos(mg talnr) — Aicw.rsin(mg t+ arlnr)j}+ T™ 


m=1 


(18— 14) 

如 工 的 虚 部 为 0， 因 ”cos(mg 十 ailnr) 、 rsinCmp 十 alnr) 是 线性 无 关 函 数 ， 可 得 
Almi =— Al. Mm) i 

C18 -15) 


A 二 Am 
将 (18-15) 代 人 (18 -14)， 可 得 


Tv 一 ED {r "Acos(mg 十 alnr) 一 Aisin(Cmop 十 atlnr)]) 
m= 1 
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热 


19.1 概述 


各 向 异性 圆锥 注 壳 与 外 界 环境 热传导 问题 是 工程 中 经 常 过 到 的 问题 ， 此 问题 在 数学 上 


提供 了 新 的 数学 物理 方程 类 型 。 本 章 用 变形 复数 球 柱 函 数 e” CC。 (zx) 求解 与 外 界 换 热 的 
i 并 针对 具体 各 向 异性 圆锥 薄 壳 热传导 问题 进行 了 
数值 计算 。 


19.2 球 坐 标 下 各 向 异性 稳 态 热传导 方程 


球 坐 标 系 (~,0,p) 下 ， 考 虑 面 内 换 热 的 锥 形 薄 过 (wi 过 7 过 7,，0 过 vo 达 2x, 0 固定 ， 
0 二 9 二 rx)， 二 维 各 向 异性 稳 态 热传导 控制 方程 如 下 


1 可 会 人 二 “各 元 员 5 1 个 1 oT hn 
kz Ai 十 区 < 上 -局 s 三 二 2 一 
2 2 sin20 ag Ti je We 下 rsindg 0007 sing 9 0 


其 中 ii ,kis ,kzs 为 热传导 常数 
| = kicos’ B+ kssin’B 
ks = (ki — ka)sinBeosp C1 
Az = kisin’ B+ kscos'pB 
式 中 T(r,g) 为 温度 , g 为 热源 函数 ， 方 向 1 为 球 坐 标 r 经 向 方向 ,方向 2 为 球 坐 标 p (0 
委 9 委 2r) 经 线 方向 ,6 为 板 厚 ,h, 为 过 与 壳 面 上 下 介质 之 间 的 换 热 系数 , 下 为 壳 面 上 下 介 
质 的 环境 温度 。k, ,ks 为 各 向 异性 介质 两 个 主轴 方向 热传导 常数 , 8 为 Ai 主轴 方向 与 径 线 
方向 的 夹 角 。 
鉴于 设 定 锥 过 很 薄 ， 可 以 假设 物理 量 沿 厚度 〈 余 纬度 0 ) 方向 不 变 。 定义 


有 ， hss 
Ku = 1,Kg = — ,Ky = — 2 
bi kusing ki sin’0 
(Clg.8) 
h 上 
三 = 哟 ,GX 二 cE 
i Po 
将 式 (19 -3) 代入 方程 (19-1)， 可 得 
动 二 K 2 C 9 2 2 
i DT) 十 Ka J 
0 Pp or ey 0 OP 
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19.3 一 般 解 析 解 


方程 (19 -4) 与 方程 (9- 3) 一 致 ， 解 析 解 也 一 致 。 
根据 本 书 第 9 章 类 似 步 又 ,求解 圆锥 壳 全 邦和 特征 根 为 


人 人 一 2 


二 


(19=6) 


Qi = Ge =— NK 
人 -VE — (Ku) 


,一 0， 5 一 十 722 (Kz — (Kr )” 


根据 第 9 章 求解 方法 ，(19 -4) 复数 形式 解析 解 为 


2 x A 
T= 2 LA t iA de Co (7)] + oio Cz) + doko Cz) (19-7) 


其 中 为 闫 0 35 (7) = zsi (zx) 。i(z) ,k(x) 分 别 为 0 阶 第 一 ， 二 类 变形 球 贝 塞 尔 
函数 。 
式 (19-7) 实数 形式 解 为 
T(r,0) = T 十 
cis(rMA) + dsko (ry) + 


3) 2 | By, (rv) cos(ng 二 wln(rM))C— Alnoilp,, (Cr )sin(ngp 十 alnCrAW))] 
{=1 1=1 


(19—8) 
式 中 让 (Xz) 为 一 和 阶 第 一 类 变形 球 贝 塞 尔 函 数 。 

式 (19-8) 可 以 求解 与 外 界 换 热 的 薄 圆 锥 壳 温 度 场 问题 。 在 实际 计算 中 , 7 不 可 能 取 
rn 。 这 样 一 般 解 有 4N 十 2 个 未 知 数 
i ， Ai 二 1,2 和 7 二 1 N),covcdo )， 对 于 圆锥 环 壳 每 边 有 1 个 边界 条 件 ， 在 

每 个 边界 条 件 所 寻 立 的 码 宜 中 格 非 休 立 帮 级 数 友 称 你 斋 站 夏 为 何 岂 主公 蚊 ， 根 汪 公 者 的 下 
交 性 可 得 到 4N 十 2 方程 可 求 得 4N 十 2 未 知 数 。 

对 于 实心 圆锥 环 元 ,根据 中 心 处 温度 、 热 流 为 有 限 值 的 条 件 ， 可 将 待定 常数 前 减 一 
半 ， 再 根据 圆锥 环 壳 外 边界 的 1 个 边界 条 件 建立 2N 十 1 线性 代数 方程 ， 可 以 求解 2N 十 1 
个 未 知 数 ， 这 样 与 外 界 换 热 各 向 异性 圆锥 环 壳 稳 态 温度 场 问题 得 解 。 

作为 作业 ， 求 解 各 向 同性 圆锥 薄 壳 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 问题 。 对 于 各 向 同性 圆锥 
薄 索 有 ll 二 和 is 三 上司; 二 0， 

各 向 同性 圆锥 环 之 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 控制 偏 微分 方程 为 
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(19s 


C619. = 103 


n 


十 一 
4 sin0 
这 样 可 得 各 向 同性 圆锥 薄 壳 与 外 界 换 热 的 稳 态 热传导 解析 解 


T= ci (zx) + doko (x) 十 yy DAs recosng 一 Ai (7)sinng]+ T, 


{=]1 n=1 


19= 113 


19.4 数值 实验 


研究 壳 表 面 与 外 界 环境 换 热 的 曲线 型 各 向 异性 实心 圆锥 薄 壳 , T, = 0.h 二 0.0l1m,，R 
三 lm，g 一 0， 材 料 热 传导 系数 和 圆锥 薄 壳 与 外 界 热 交 换 系 数 为 k&, 二 2. 29kcal/(m。h。*C)， 
k; 二 0. 59kcal/(m*:h，C),h, 二 0.50kcal/(m*，h。…'C)。 半 锥 角 为 9== 45"”。 圆 锥 薄 壳 内 
边界 ( 二 0. 1m) 温度 边界 条 件 为 (2sing 十 cosg 十 5)C 。 同 锥 薄 壳 外 边界 (r, = 1m) 温度 
边界 条 件 为 (4sing 十 3cosg 十 6)C。 
(1) 特征 根 分 布 
特征 根 pi1,,，ps., 可 以 根据 式 (19 -6) 计算 ,计算 结果 见 表 19 - 1。 


表 19-1 pinsp2n (n= 1, 2, 3) 随 8 变换 情况 


90° 


1 1.37481 一 0. 83478 十 1]. 74625 i2. 53257 
pz. 一 10.37481 一 0. 83478 一 10. 74625 一 1.53237 
pi.2 i 2. 02024 一 1.66956 十 12. 83722 14. 47183 
一 11.02024 一 外 .66956 一 讶 . 83722 一 13.47183 


其 他 计算 结果 可 以 表明 ， 对 于 各 向 异性 问题 ， 特 征 根 请， ps 为 复数 根 。p1.,， ps 的 
虚 部 交叉 正 值 、 负 值 ， 这 就 为 求解 实心 圆锥 过 热传导 问题 提供 了 基础 。 这 样 锥 心 温度 函数 
有 限 值 条 件 ， 可 以 消减 一 半 待 定 未 知 常数 (2N 十 1)。 

(2) 各 向 异性 圆锥 薄 壳 温度 场 分 布 情况 

本 节选 取 各 向 异性 角 (B= 二 0" ,B= 二 45” ) 和 半 锥 角 (0 二 45")， 针 对 各 向 异性 圆锥 薄 
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表 19 -2 


90 


内 温度 。M 三 20， 其 他 计算 参数 同上 节 , 9 单位 为 () ,r 单位 为 m。 
BP 二 0 ,0 二 45 的 各 向 异性 圆锥 薄 壳 温度 T(r,p) (C) 


180 


壳 进 行 计算 壳 
0. 1 6. 000 
0. 3 0.785 
0. 5 0. 730 
0.7 1. 773 
0.9 5. 158 
1.0 9.000 


7. 000 


10. 000 


90 


5.707 4. 000 1. 293 
0. 700 0. 468 0::553 
0. 567 0. 289 0.452 
1. 331 0.613 1.056 
3. 849 3.041 


= 45 ,0= 45 的 各 向 异性 实心 圆锥 薄 壳 温度 T(r,p) (5 ) 


根据 以 上 计算 结果 ， 可 以 得 到 以 下 结 


] 

3 0. 363 

5 0.345 

7 1. 163 

9 1. 494 
[ 


0.430 


5. 285 


10. 950 


7. 000 


10. 000 


3. 000 


沦 : 


本 昔 所 得 解析 解 收敛 性 好 . 很 好 地 满足 定 解 条 件 (边界 条 件 )。 各 向 异性 显著 地 影响 
了 各 向 异性 圆锥 薄 充 温度 场 分 布 。 各 向 异性 角 变 化 时 ， 圆 锥 壳 温 度 场 就 显著 地 变化 。 
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蒲 圆锥 壳 中 与 时 间 相 关 的 数学 物理 问题 是 常见 的 工程 问题 。 而 热传导 问题 又 是 工程 中 
经 常 遇 到 的 问题 。 本 章 应 用 复数 球 柱 函数 方法 ,求解 蒲 圆锥 充 各 向 异性 热传导 方程 非 稳 态 
问题 ， 得 到 了 该 问题 一 般 解析 解 ， 并 给 出 了 数值 计算 结果 。 


20.1 球 坐 标 下 各 向 异性 非 稳 态 热传导 方程 


球 坐标 系 (r,0,p) 下 ， 圆 欠 薄 过 《过 7 过 ,0 过 gq 达 2x.0 同 定 . 0 二 0 近郊) 二 
维 各 向 异性 热传导 非 稳 态 问 题 控制 方程 如 下 


2 9 请 避 冯 ] 品 “ 避 
22 ~ 2 7 Li 由 Cr 上 十 2Ri> 工 Ri 一 工 上 oo 一 CC， 工 
r sin20 90 ri qr Ir rsing 9P9r rsinn 0 0 ot 


(20—1) 
其 中 Ah ,Al ,kzs 为 热传导 常数 
An = kicos’B+ kssin’pB 
kis = (ki — k;)sinBcospB E20 = 2) 
Az = kisin’B+ kscos’B 
式 中 T(r,g,t) 为 温度 。g 为 热源 函数 。 方 向 1 为 球 坐 标 -经 向 方向 ， 方向 2 为 球 坐标 p 经 
线 方向 ; 球 坐 标 2 为 纬度 余 角 〈 在 圆锥 壳 中 , 0 为 圆锥 顶 角 的 一 半 )。A 为 各 向 异性 介质 
r， 9 两 个 主轴 方向 热传导 常数 , 8 为 锥 面 内 各 向 异性 材料 最 大 热传导 系数 轴 疝 与 7 方向 的 夹 
角 。 
在 工程 中 ， 以 上 物理 模型 可 应 用 于 大 气 中 的 纤维 增强 复合 材料 单 层 注 锥 充 热 传导 。 纤 
维 采 取 圆 锥 等 角 螺 线 (角度 为 8， 铺设 ( 即 纤维 与 过 圆锥 顶端 径 线 交 角 B 都 相 等 ). 8 二 0 
铺设 即 是 纤维 沿 锥 面 地 理 径 向 射线 铺设 ,8 = 90 铺设 即 是 纤维 沿 锥 面 圆 周 纬 线 方 向 铺设 . 
鉴于 设 定 锥 壳 很 薄 ， 可 以 假设 物理 量 沿 厚度 (0 ) 方向 不 变 。 


边界 条 件 选 定 为 
六 一 riyTCrypt) = 0;r=ri,T(ripgt)=0 (20=3) 
初始 条 件 为 
T(r,p,0) = f(r,y) (20 一 4) 
设 
Try pt) 一 KGCryP)TCt) (20 — 5) 


设 研 究 区 域 无 热源 ，g 二 0。 对 于 有 热源 区 域 , 求 得 式 (20 - 1) 特 解 并 释 加 到 后 文 所 
得 级 数 解 一 并 展开 处 理 即 可 。 
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将 式 (20 -5) 代 人 方程 (20 -1)， 可 得 
了 站 1 du 让 9 2u _1 9 ll 
ot [LA 广 SO 9g Ws 六 疝 了 Te a par “rsing 9g ky a 包 
al u 
(20 -6) 
其 中 a 一 让 ， a 为 热 扩 散 系 数 ,A 二 0。 
pr 
引入 如 下 变量 变换 
z kis 
> 9 全 二 » ,i 于 了 一 
Sh eh kiising Kz ki Sin 0 三 二 从 2 ’ 
将 式 (20 -7) 代入 式 (20 -6) 可 得 
ST +ar = 0 (20 -8) 
了 (20-9) 
2 dg nr 江 pa 1 过 09p9 玉 9 1 
从 方程 (20 - 8) 可 得 
T(t1) = Ae™ C20 = 10) 
式 (20 -3) 可 重新 写 为 
rr 二 nurig) = Or = rulri,p)= 0 (20 — 11) 
方程 (20 -9) 与 方程 (10 -8) 一 致 ， 解 析 解 形式 也 一 致 。 
20.2 求解 过 程 
20.2.1 齐 次 解 
方程 (20 -9) 的 解 假设 为 
w= 方太 人 Je (20 -12) 
其 中 说 三 一 1 ;7 为 整数 。 
当 nn 二 0， 可 得 下 面 解 
ulT) = cojo (x) do yo zx) (20 - 13) 


其 中 c ,du 为 实数 待定 常数 ; j,(zx) 为 第 一 类 0 阶 球 贝 塞 尔 函 数 ; yo (z) 为 第 二 类 0 阶 球 由 


塞 尔 函 数 。 
其 中 


Jon(X) = 


;yo (XT) 一 一 


cos(x) 


当 克 六 


sin(x) 
区 六 


设 


- mn 
u 一 > > 由， 过 多 we 


1 二 一 厂 人 一 人 


(20 一 14) 
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将 式 (20 - 14) 代入 方程 i 


其 中 
pis 一 cv 十 ip 
ai 一 一 7K 1; 
扩 , == 入 3 -EK — CK )*] 
uz =— NK ys 
全 攻 1 2 可 “| 
bs = 0 B= 二 +n[LK,, CO— (K,)’] 


当 n 了 关 0， 可 有 


Un 一 Dp er 一 Arame Cn, (Xx) 
Win 一 RA sr 十 tA JE SC (x) 
式 (20 -6) 中 的 4 可 根据 式 (20 -15) 


题 。 
20. 2.2 具有 第 一 类 边界 条 件 的 薄 实 心 圆锥 壳 非 稳 态 热传导 解 


圆锥 薄 壳 中 心 温度 值 有 限 性 条 件 可 以 消除 一 
一 半 级 数 项 存在 。 
第 一 类 边界 条 件 简写 为 
Ral XT,9) = 0 
将 式 (20 -19) 代入 式 (20 - 20) ， 可 得 
Ci,,, (Xx)=0 
当 n 二 0, 4 二 cjo(x) ， 这 种 解 为 对 称 解 。 下 而 首先 研究 对 称 问题 
况 问 题 。 
(1) 各 向 异性 薄 实 心 贺 锥 壳 非 稳 态 热传导 解 ， 对 称 情况 
考虑 到 j,(x) 为 第 一 类 0 阶 球 贝 塞 尔 函 数 ， 可 得 j, (x) 的 零点 


Lil 一 Jr) ， pih Dy ves 
= 2 
A 二 (EE) 
关于 jw 的 特征 函数 为 
有 让 a 
关于 jw 的 (7) 为 
TCD) = Ae te 


半 未 知 数 ， 式 (20 -15) 


(20— 15) 
(20 = 16) 
(20— 17) 
(20— 18) 
(20— 19) 


非 平凡 解 条 件 确定 。 下 面 分 情况 研究 热传导 问 


只 有 /二 2 对 应 的 


(20 - 20) 
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这 样 可 得 方程 (20- 1) 的 中 心 对称 解 为 


T(r,D) = Dl Ae Hej, Ce) (20 — 24) 


对 于 边界 条 件 (20 - 20) 和 初始 条 件 T(r,0) = g(r) ， 如 果 初 始 条 件 是 中 心 对 称 的 ， 
那么 温度 场 就 与 9 无 关 。 因 此 式 (20 -24) 就 是 非 稳 态 问题 解 。 将 1 二 0 代入 式 (20 -24) 


后 ,代入 初始 条 件 T(r,0) = g(r) ,将 9(7) 展开 为 j( 忠 ) 级 数 ， 对 比 所 得 初始 条 件 方程 


左右 两 式 ， 可 以 确定 待定 常数 A, ， 问题 得 解 。 
(2) 各 向 异性 薄 实 心 圆锥 壳 非 稳 态 热传导 解 : 一 般 情况 
根据 实心 圆锥 壳 锥 顶 温度 值 有 限 值 特 性 ， 式 (20 -17) 只 能 取 /二 2。 
分 析 Cr，(z) 二 x“wj (Xx) ,Cs,, Cr) 二 0 有 无 限 多 零点 , 记 为 jw3j 二 1,2,3,*…。 


求解 式 (20 -21) 可 得 
Wh = RA (20 ~ 25) 


关 宇 和 (20- 26) 


R 
(20 ='27) 


站 0 nD 0 0 
3 5 2 _ 
T(r,g,1) = >， 人 2 CALn.0.j 要 Aa Cp, R Cae a = 下 Dejo( ti)e SR 

n= jl 


将 1==0 代入 式 (20 -27) 后 再 代 人 初始 条 件 (20 -4), 可 得 


六 Dr Ainiae | iAinoii Cm je 十 六 Jo 光一 frrtpy ‘C2028) 
n=—%w }= | j=1 


R 
根据 复数 球 柱 函 数 展开 定理 ,将 /(r,y) 展开 为 二 重复 数 级 数 函 数 
2p(r,p) = Dm a (Pn) em 十 Do 本 (20- 29) 


其 中 Bov 为 复数 常数 ， 记 为 Bo.; = Bo 十 iBi.0,, , 可 分 别 由 (10 -78)， 
(10 -80) 确定 。 比 较 式 (20 -28) 和 “(20 -29)， 可 得 下 式 
A = Bred Ainoss = Bravo ty = b (20 — 30) 
这 样 可 得 圆锥 壳 :内 温度 场 分 布 为 


到 (mo 下 一 2 cjo (i)e Wt TD , (2 ) 


1 一】 j= 


{ AsnorcosLng 十 dln( 2)] — Az..0isinLng + az.,lnl ty) }e i 


(20— 31) 
其 中 求解 (20 -21) 可 得 jw, 。 
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20.3 数值 实验 


研究 实心 曲线 型 各 向 异性 薄 圆 锥 薄 壳 ， 材 料 热传导 系数 如 二 0.301kcal/(m。h。，* ). 
k; 一 0.129kcal/(m.h.C),o= 590kg/m .C 一 1756W。s/ (kg。C)， 其 他 计算 参数 为 
R= 二 1m，g 二 0， 注 圆锥 薄 壳 外 边界 ( 疡 = 1m) 温度 边界 条 件 为 0C . 湾 同 锥 薄 壳 初始 条 件 
为 [G(r 一 ri)cos(0 二 wln7) 十 1 一 记 ]C。 


(1) 分 离 常数 hv 二 (人 汰 <) 分 布 情况 


根据 式 (20 -21) 可 以 确定 分 离 常 数 ( 正 值 4,,,， 或 特征 根 jy ) 。 式 (20-18) 中 以 
计算 最 大 项 数 M 设 定 为 56， 计 算 结 果 见 表 20 - 1。 


0 [可 人 (lB, = 1) ,0=— 45 


0° 4 907 

] 15. 225037048688740 18.911614649295460 29. 269131242765010 
2 50. 277262815216520 57. 300711509957430 75. 924426067362040 
3 105. 073626596288900 115. 426138329920700 142. 251482405573600 
4 179. 610246816043100 193. 290217864666200 228. 301181317912600 
5 273. 886425493360900 290. 803327147443300 334. 084001109468300 
6 387. 901938768544100 408. 235561299960100 459. 603115572782100 
7 521.657403267406700 545. 316342095984800 604. 865943251547000 
8 675. 136394279666900 702. 156815803817600 760.750790715321600 
9 848. 559402049809500 878.410578648152100 956. 67345]1859297000 
10 1045. 164911389706000 1074. 809260972434000 1121. 941215226416000 
1 1174. 683244598336000 

lg 2551. 555027303531000 


计算 表明 复数 球 柱 函 数 有 无 限 多 特征 根 ， 排 序 为 0 过 人 过 hi 过 过 当 m 
一 ooy hj 下 9。 由 于 各 向 异性 存在 ,Ki ,Kis ,Ks 随 B 变 化 而 变化 ， 所 以 无 法 如 同 各 向 同 
性 温度 场 ( Ki = 二 1,Ki, = 二 0，,Ks 二 1) 计算 中 球 贝 塞 尔 函 数 邢 样 给 出 固定 的 函数 表 ， 需 
要 根据 具体 情况 计算 。 

(2) 验证 所 得 解 收 敛 性 

针对 各 向 异性 角 B == 45" 的 曲线 型 各 向 异性 实心 蒲 圆锥 薄 壳 非 稳 态 问题 进行 收敛 性 验 
证 计算 ， 验 证 计算 中 其 他 参数 与 上 节 相 同 。 具 体 增 加 M 值 ， 观察 T(0.5.,0.0)(CC ) 数值 变 
化 情况 ， 计 算 结果 见 表 20 -2。 计 算 表 明 J〈 正 值 的 AM 个 数 ) 与 M 相关 联 。 
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ul 


表 20-2 T(0.5,0,0)(C) ,B= 45°,0= 45° 


M ZS0(T = 4) 20(J = 4) 40(J = 10) 56(J = 10) 


了 (0.5,0.0) 1. 178 1. 163 1. 154 1. 154 


注 : x* 是 精确 解 (一 ri)cos(9+ewziln() 十 1 一 导数 值 。 

表 20-2 表 明 式 (20-31) 解 随 着 M (或 J) 增加 收敛 稳定 。 

(3) 实心 各 向 异性 薄 圆 锥 薄 壳 温度 场 分 析 研 究 

首先 验证 式 (20 - 31) 对 边界 条 件 和 初始 条 件 的 满足 情况 。 计 算 结果 见 表 20 -3 一 表 
20-5。 计 算 时 ， 取 M=56， 其 他 计算 参数 与 上 节 相 同 。0 单位 为 () ,rr 单位 为 m，t 时 间 


单位 为 s。 


表 20-3 T(r,p,0) ("C) ,B= 45°,0= 45°,t= 0s 


45 135 180 
声 
I 
0.0 0. 9998 0.9998 0. 9998 0. 9998 0. 9998 0. 9998 0. 9998 
0. 1 1.0150 0.9434 0. 8990 0. 9080 0. 9650 1.0810 1.0720 
0.3 1. 1360 0.9403 0.7270 0. 6210 0. 6842 1. 0930 1. 1990 
人 5 1. 1540 02.9197 0. 5828 0. 3459 0. 3457 0. 9172 1. 1540 
0.7 0. 9615 0.7639 0. 4530 0. 1255 0. 0585 0. 6024 0. 8945 
0.9 0. 4356 0.:3533 0. 1753 0. 0059 一 0.0556 0. 2047 0. 3741 
. 0000 . 0000 . 0000 0. 0000 . 0000 


45 180 315 
0.0 . 0000 . 0000 . 0000 1. 0000 1. 00001 . 0000 1. 0000 1. 0000 
0.1 1.0160 0. 9406 0. 8937 0. 9032 0.9635 1. 0390 1. 0860 1: 0770 
0.3 1. 1370 0. 9404 0. 7262 0.6197 0.6832 0. 8796 1. 0940 1. 2000 
0.6 1. 1540 0;9177 0. 5828 0. 3459 0.3457 0.5823 0.9172 1. 1540 
0. 7 0. 9606 0. 7634 0. 4178 0. 1262 0. 0594 0. 2566 0. 6022 0. 8938 
0.9 0. 4335 0.3519 » L1755 . 0076 一 0505835 .0281 0. 2045 0. 3724 
1.0 0. 0000 0. 0000 0, 0000 . 0000 0. 0000 ,0000 0. 0000 0. 0000 


表 20-5 Tlrp,l0) (C) ,B=45°,0= 45°,t= 1.250X10’s 


90 


0. 001 0. 8444 0. 8444 0. 8444 0. 8444 0. 8444 0. 8444 
0.1 0. 8609 0.7379 0.7474 0, 8079 0.8838 0.9308 0. 9213 
人 5 六 0. 9213 0. 5995 0. 5097 0. 5633 0. 7289 0. 9095 0. 9993 
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180 


| 
0..5 0. 8866 0. 4763 0. 3062 0. 3061 0. 4760 0.7164 0.8865 
0:7 0.6255 0.3182 0. 1531 以 工 53 0. 2269 0. 4226 0. 5877 
0.9 0. 2092 0.1100 0. 0455 0.0221 0.0534 0: 1212 0.1857 


0. 0000 . 0000 


0. 0000 . 0000 . 0000 . 0000 0. 0000 .0000 


根据 以 上 计算 结果 ， 可 以 得 到 以 下 结论 : 

本 章 所 得 解析 解 收敛 性 好 ， 很 好 地 满足 定 解 条 件 (边界 条 件 ， 初 始 条 件 )。 随 着 时 间 
增加 ， 温 度 场 数值 趋向 于 0C ， 这 与 物理 常识 一 致 。 计 算 表 明 ， 所 得 解 是 正确 的 。 本 章 引 
入 的 复数 球 柱 函 数 方法 可 以 广泛 应 用 于 求解 薄 圆 锥 壳 域 内 的 数学 物理 问题 。 
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在 数学 物理 问题 求解 中 ， 可 以 通过 积分 变换 ， 把 一 个 函数 变换 成 另外 一 个 函数 
TE = | KGvz7Gadz = FCs) 


式 中 K(s,7) 为 已 知 函数 ， 称 为 积分 变换 的 核 ; F(s) 为 象 函数 ; f(x) 为 原 函 数 ( 或 原 象 函 
数 )。 根 据 积分 核 K(s,x) 的 不 同 ， 可 以 建立 多 种 积分 变换 ， 本 章 将 本 书 中 提出 的 系列 复数 
柱 消 数 作为 积分 核 ， 建立 了 复数 柱 函 数 变换 、 复 数 球 柱 函 数 变换 、 变 形 复数 柱 函 数 变换 、 
变形 复数 球 柱 函数 变换 及 其 多 重 变换 ， 并 给 出 了 相应 有 限 变 换 公式 。 


21. 1 复数 柱 函 数 变换 


21. 1.1 基本 公式 
设 f(x) 在 [0.%) 上 有 定义 ， 由 以 下 积分 所 确定 的 函数 
Z(a) = | ren [Zi (az)] dz (21 -1) 
称 为 /(x) 的 ip 阶 复数 柱 函 数 变 换 ， 记 作 xj[f(x)] ， 即 
Zla) = x Lf (x)] 
其 中 Zi, (zx) 为 ip 阶 复数 柱 函 数 ( 见 第 5 章 ), [Zi (az)] 为 Zi, (ar) 为 共 思 e 函 数 ;p= 二 a 十 
bp，a 和 4 为 实数 。 


定理 21.1 设 积分 | /G2)dz 绝对 收敛 ， 且 /(z) 在 点 x 的 邻 域内 是 有 界 变 差 函 数 ， 
则 当 Im(ip) 三 一 亏 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ,复数 柱 函数 变换 的 反 演 公式 为 
f(r) = | Z(a)Zi, (ar )ada 
证 明 ， 
根据 汉 克 尔 定理 ， 设 积分 | /Cy)dy 绝对 收敛， 且 /(y) 在 点 x 的 邻 域内 是 有 界 变 差 函 


数 ， 则 当 Im(ip) 宇 一 训 且 /(x) 在 点 x 连续 时 ， 有 
[7) = | Jar) Gro) Tey) Gat f(y) dyJde 区 


根据 式 (5-75)， 可 有 
Zin (7) = x (7) 


。294 。 数学 物理 方法 与 复数 特殊 函数 


JE = 2 Lad) (21 = 3 
式 (21=8) 并 太 式 (21=23 可 得 


f(x) = | (az) LZ Caw) ]’ (aa)tda | (ayD 9 [2 Ko (ya)7 /(y)dy 


(2 = 本) 
在 式 (21 -4) 中 用 Vrf(x)x“ 替代 /(x) ， 可 得 
Fx) = 上 (ar)”™ [Zi, (ar)]' Fla)ada 
其 中 Z(a) = | LZ Guy)" dx 
根据 式 (5-75)， 可 得 
Zolar) = (wr)™ LZ Cox) 

这 样 上 式 改写 为 

es | ZC 2 (ar Jada (21-5) 


式 (21 - 5) 为 复数 柱 函 数 变换 的 反 演 公 式 , /(x) 称 为 Z(a) 的 复数 柱 函 数 积分 反 变 换 
(或 原 象 函数 )， 记 为 Z [ZKa)] 。 


21.1.2 复数 柱 函 数 变 换 性 质 


性 质 1. jw[F(Cz)] = 高 Z( 色 ) ( C 为 常数 ) 


性 质 2，Xx[ 万 二] = pF py Lf) te fn) 


性 质 3. 一 x [Lf 62)] = x (人 LL1+ (io — ip] 


fF 这 (1p)° 


证 明 : 
x Lf Cz)] = | aftCx? [tad d= 声 | Crf (Ci) [Zi (CF) d(Cz) 
令 y 一 Cr ， 上 式 可 写 为 

xw[LfCCr)]== 直 | on [Zs (并 )] dy 一 让 2Z( 色 ) 
性 质 1 得 证 。 
根据 复数 柱 函 数 递 推 公式 (5 - 85) 

2 HOP ZC) 

将 上 式 乘 以 二 ”， 可 得 

a 1 [2 (921 -次 


对 式 (21 -6) 左右 两 端 进行 复数 柱 函 数 变 换 ， 可 得 
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[TH a ] pa ei 
Xo x ip 二 Cp)" XY” 二 
性 质 2 得 证 。 
考虑 Z, 方程 
zf Fr deoRin) 1 Flas — Km) =0 
dr dx 


将 式 (5-14) 代入 上 式 ， 可 得 


» Rd 国人 ip (ip) 
4 一 dx” 和 工 de Wy ipj—/ 村 
对 上 式 左 右 两 端 进行 复数 柱 函 数 变换 ， 可 得 
xf 00] = x (Lt D+ Gp —ip]— f(x) 之 


dz” | 
性 质 3 得 证 。 


21.1.3 复数 柱 函 数 变换 表 


复数 柱 函 数 变 换 表 见 表 21 - 1。 
表 21-1 复数 柱 函 数 变换 表 


fr) ip xin LfC7)] 
2 ul 十 4 一 这 一 人 
2 
a H a Te 
1! Im(ip) >— 1 i 
af FT 一 ) 
ol wh(2 一 这 一 人 
2 2 
1 Im(ip) 之 一 1 se 区 
PO 
Im(ip) 二 一 1 Ziehl [ZEUCaz7 
> 将 
0 有 本 
{。 ys Imtipy S>=1 z[Zi(az)]* 
oT z 
| = 二 2 
a 
i 2 2 22 
1! 1 Art+22 4P( 一 0 十 1) 
; 本 1 | 2 
gu ia—b+a Fo -bt 2 ia — b+ 1 
@u 2 2 Fe 
1 hi29 nh( 一 十 1) 


注 : F(a,B,Y,z) 为 超 几何 两 数 。 
@@ 当 Im(p) =0， 复 数 柱 函 数 变换 即 退 化 为 汉 克 尔 变换 ， 读 者 可 以 自行 验证 。 
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21. 2 有 限 复 数 柱 函 数 变换 


21. 2.1 基本 公式 
设 f(r) 在 L0,R] 上 有 定义 , /(r) 的 有 限 复数 柱 艺 数 变换 由 以 下 积分 所 人 确定 
F(a;) = | 0 [Za £)] dr (一 人 


其 中 ww 为 Z;, (rx) =0 的 第 7 个 根 。 
定理 21. 2 设 Fr) 在 区 间 [0,R] 内 满足 狄 利克 雷 和 条件， 则 在 区 间 [0.Rj] 内 f(x) 的 每 
个 连续 点 处 ， 都 有 
F(Z (Sa) 
fn 一 之 a (21 -8) 


R 一 
’ | [2% (R07)] Zu (Ro )rdr 


“RR 


其 中 》) 表示 对 方程 Z,(x) = 0 的 一 切实 数 根 求 和 , [Zi (去,)] 为 Zi (去 a,) 的 共 纯 


函数 。 
式 (21-8) 为 式 (21-7) 的 反 演 公式 。 


21. 2.2 有 限 复数 柱 函 数 变换 表 


有 限 复 数 柱 函数 变换 表 见 表 21 - 2。 
表 21-2 有 限 复数 柱 函 数 变换 表 


Xi LA 


人 


apr1 [Zipri (as)]" 
Qasr > 


Im(ip) >— 1 


2 [Zi(az)]* 


1 世人 之 泛 
| Im(ip) >—1 


0,7 二 z 


21. 3 复数 球 柱 函数 变换 


21.3.1 基本 公式 
设 f(x) 在 [0,w) 上 有 定义 ， 由 下 列 积分 所 确定 的 函数 


H(a) = ES [Cy 4 Car)]’ dx (21 -9) 
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称 为 /(x) 的 (ip 一 去 ) 阶 复数 球 柱 函 数 变换 ， 记 作 ww[/(z)] 


即 
H(a) = &%, [f(x)] 


其 中 C4(x) 为 (ip 一 到 ) 阶 复数 球 柱 函 数 ， 见 第 10 章 式 (10 - 56)，[Cw +(ar)]' 为 
C+(ax) 的 共 斩 函 数 , p 二 a 十 ,a 和 4 为 实数 。 

定理 21.3 设 积分 | 7(y)dy 绝对 收敛 ， 且 f(y) 在 点 xz 的 邻 域内 是 有 界 变 差 函 数 ， 
则 当 Im(ip) 之 一 去 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ， 有 f(x) 一 全 | 有 (a)Cs sy (az)arda ， 此 式 为 
复数 球 柱 函 数 变换 的 反 演 公 式 ， 

证 明 ， 

根据 定理 21. 1， 设 积分 | /f(y)dy 绝对 收敛 ， 且 /(y) 在 点 x 的 邻 域内 是 有 界 变 差 本 


数 ， 则 当 Im(ip) 之 一 亏 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ， 有 


(= | (oz)™ (LZ, (ar) (xa)? da | (ay)™ [Zi, (Cay) (ye)z fy) dy 


将 复数 球 柱 函 数 和 复数 柱 丽 数 关系 式 C, (x) 二 焉 Zwr4 (x) 代入 上 式 ， 可 得 
f(x) = | (ar)* [Cy_s (ax)] < (xa)t da | tp Eo tp < (yo)+ f(y dy 
(21- 10) 
在 式 (21 -10) 中 用 zz)z ”替代 f(r) ， 可 得 
fC 三 二 | Car) [Cy 4 Car)] ee dy}a’da 
根据 式 (10 -56)， 可 得 Ci, (az) = 二 (ar)* [CC (ar)]”， 这 样 上 式 改写 为 
f(x) = 2|c, son) {| ¥ FOWLCs so) dy }a’ da Cl = 11y 


定义 Ho = (| /03) [cy yy)] dy| 为 /的 (ip 一 士 ) 阶 复数 球 柱 函 数 变换 ， 那 
么 

1(7) 一 二 | eH(e)Cs (ar)da 为 复数 球 柱 函 数 变换 的 反 演 公式 。 

/(x) 称 为 H(a) 的 复数 球 柱 丽 数 积分 反 变换 (或 原 象 函 数 )， 记 为 HCH(Ge)] 。 
21.3.2 复数 球 柱 函数 变换 性 质 


性 盾 1. @ [ftCxy] = 记 H(E) (C 为 常数 ) 
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性 质 2. %, [Lo] (i LE ] Fe ey] 


Qa 
i 二 (ip)* 站 1 


i 7) (ip 


性 质 3. 一 @,[f(x)] = We 下 -到 出品 ] dACz) ， 
dx A 2 dr 
= 
《 1 
} Leip— 1) a 
(1p 3) (ip 一 
2 
证 明 : 


ee 
令 y 二 Cr ， 上 式 可 写 为 
lk 1 
wy [Lf (Cr)] = 志 | yf [Gy] dy = Er) 
性 质 1 得 证 。 
根据 复数 球 柱 函数 递 推 公 式 式 (10 - 87) 


CCzD 十 Con(Cz) = LHL HC, (x) (21- 12) 
将 上 式 乘 以 x “ ， 可 得 
a tal Le al = Es Ko (21 = 13) 
对 起 《21 一 13) 左右 两 端 进行 复数 球 柱 函 数 变换 ， 可 得 
i a 
Oop[ ip 十 (ip)” Fi! Wip iLf (x)] +o iLf(x)]} (21 14) 


性 质 2 得 证 。 


2 
考虑 球 2Z;, 方程 x? 9 二 十 2z fd 十 Kizin) 十 8 一 天 2 人 十 这 or) = 二 0、 可 得 


人 9 十 二 SG 十 Keia) 十 (1 十 二 ee 
将 (10-21) A 可 得 
De 
Pe (ip ) (ip ) 
gf , 2 df 2 2 
dt 5 让 二 
1 ， 
元 [( 记 2) +(ip 3 ] 十 1， 十 
Wi i 
2 2 2 2 
[ ] 4 ; 
1 水 5 y=0 


Sy 
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对 上 式 进行 复数 柱 函 数 变 换 ， 可 得 


2) ajc) 


A py 


人 A 2 [1+ 


一 加 [LF(z)] 三 加 
性 质 3 得 证 。 


21.4 有 限 复数 球 柱 函数 变换 


设 f(r) 在 L0,Rj] 上 有 定义 , f(r) 的 有 限 复数 球 柱 函 数 变换 由 下 列 积分 所 确定 
H.(a) = | ef) [Co do 下 dr (21-15) 


其 中 ww 为 CT(z) = 0 的 第 j 个 根 ,x 二 ar 。 
定理 21.4 设 /(7) 在 区 间 L0,Rj 内 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 则 在 区 间 [0,Rj 内 Fr) 的 每 
个 连续 点 处 ， 都 有 


H.(a)Cs 4 (Fa) 


FrY = & 


(21 - 16) 
1 | [Cai (Ee)] C 上 (总 去 Ql ) 王 dr 


R 
OA 
的 共 代 函 数 。 
式 (21-16) 为 式 (21-15) 的 反 演 公式 。 
21. 5 变形 复数 柱 函 数 变换 


21.5.1 基本 公式 
设 f(x) 在 [0,w%) 上 有 定义 ， 由 下 列 积分 所 确定 的 函数 
Gp = | xf) [SS Cpe]" dz (21 -17) 


称 为 /(x) 的 ip 阶 变形 复数 柱 函 数 变 换 ， 记 作 y, [f(x)] 
即 
G(8) = ys [Lf (x)] 
其 中 儿 ,(x) 为 ip 阶 变形 复数 柱 函 数 ， 见 第 7 章 起 (7 -15); [多 (Br)]" 为 多 (Be) 的 共 轴 
了 浮 数 ;p= 二 a 十 jb ，a 和 2 为 实数 。 
定理 21.5 设 积分 | /Cy)dy 绝对 收 化 且 /(y) 在 点 x 的 邻 域内 是 有 界 变 差 函 数 ， 


则 当 Im(ip) 三 一 去 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ， 变 形 复数 柱 函 数 变换 的 反 演 公式 为 
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Pm A 
a ”| BZ (Be IGPY dB, —n < arg(Br) < x/2 
f(x) = 二 
| BZi (Br)GP) dB, x/2 < arg(Br) < x 


其 中 arg(Br) 是 Br 的 幅 角 。 
证 明 : 


根据 汉 克 尔 定理 ， 设 积分 | /(y)dy 绝对 收敛 ， 且 /(y) 在 点 x 的 邻 域内 是 有 界 变 差 
函数 ， 则 当 Im(ip) 宇 一 方 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ， 有 


Fh = JTCax) Cx di | hc) Eon Fr dy 


记 a 二 iB8， 上 式 改写 为 


Flr) = | 7Ggr) (xiB)? da | Gay， (xip)z FCy)dy (21-18) 
根据 贝 塞 尔 函数 与 变形 贝 塞 尔 函 数 关系 式 
当 一 x 之 alg(z) Sn/ 时 La (Ir) (21— 19a) 
当 x/2 < arg(z) x 时 ,L(x) 一 (DJ ,(— iz) (21 ~ 19b) 
根据 上 式 ， 可 以 分 两 种 情况 讨论 积分 变换 。 
当 一 < arg(Bx) Sx/2, TiBr) = (一 DCBr) (21 -20) 


式 (21-20) 代入 式 (21-18) 可 得 


Ha =—i* Yr | Ardp| VSL py) fdy (21 -21) 


根据 变形 复数 柱 函 数 关系 式 Z, (x) = x*1 ,(x) ， 可 得 


人 
Lotry Sr Zp Cry) (21—22) 
其 中 p= 二 a 十 ib。 
式 (21-22)》 代 大 式 (21 -21)》 可 得 


Ea A A 
Fz) = | (pr)™ Z, (Brydp | (By) ™* Zi, (By)y Vyf (ydy (21-23) 
在 (21-23) 中 用 Vxf(x)x ”替代 xz) 可 得 


Fx) =— i | BZ Cpe yf) LZ, (py)]' dy]dp (21 -24) 
定义 
G(p) = | on [多 Cpy)] dy (21- 25) 
这 样 (21-25) 可 写 为 
和 一 疙 1 有 (Br)G(B)d8B (21 - 26) 


式 (21 -25) 为 变形 复数 柱 函 数 变 换 ， 式 (21 - 26) 为 复数 柱 函 数 变 换 的 反 演 公式 ， 
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f(z) 称 为 G(B) 的 变形 复数 柱 函 数 积分 反 变 换 (或 原 象 函数 )， 记 为 G1'LG(B)]。 
当 x/2 过 arg(Br) 之 x， 按照 类 似 步骤 可 得 
Fy = | BZ (BoE| yf) LZ, (By)]" dy]dp (21 -27) 
这 样式 (21 - 27) 可 写 为 
六 坷 全 ww {BZ (pr)G(B) dp (21 -28) 
对 应 变形 复数 柱 函 数 变 换 ,， 式 (21 -28) 为 x/2 二 arg(Br) 牵 情 况 下 的 变形 复数 柱 
函数 变换 的 反 演 公式 。 
21. 5.2 变形 复数 柱 函 数 变换 性 质 


性 质 1. yy[/(Cx)] = 它 G( 入 )(C 为 常数 ) 
性 /7)- 证 a 
性 质 2 加 本 {x Lf Cr)] = FC)])} 


21.6 有 限 变形 复数 柱 函 数 变 换 


设 f(r) 在 [0,R] 上 有 定义 , /(x) 的 有 限 变 形 复数 柱 函 数 变换 由 下 列 积分 所 确定 
G-(B) 一 | rf 0 [8 二 )] dr (21- 29) 


其 中 BB 为 Zi(x) = 0 的 第 7 个 根 ,r =。 
定理 21.6 设 /(r) 在 区 间 [o,R] 内 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 则 在 区 间 [0,R] 内 f(x) 的 每 
个 连续 点 处 ， 都 有 


人 
G.(B) Zi, (5B,) 
fr) = 2》 = 和 (21 — 30) 

27 rr 
”| [ZE8)] ZEB rar 


0 


其 中 了 表示 对 方程 Z4(x) 一 0 的 一 切实 数 根 久 求 和 ; [多 (二 8)] 为 各 (去 8,) 的 共生 了 
数 。 
式 (21-30) 为 式 (21-29) 的 反 演 公式 。 


21. 7 变形 复数 球 柱 函数 变换 


21.7.1 基本 公式 
设 /f(x) 在 [0,wm) 上 有 定义 , /(x) 的 ip 阶 变形 复数 球 柱 函 数 变 换 由 下 列 积分 所 确定 
Y(B) = fez) [C, 4+ (Br)]" dx (21 -31) 
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记 作 地,Lf(xz 河 ， 即 
Y(B) = 5;, [f(x)] 


其 中 人 4(Br) 为 (ip 一 广 ) 阶 变形 复数 球 柱 函 数 ， 见 第 9 章 式 (9-52); [GC (Br)] 为 


,4(Br) 的 共 斩 函 数 , 疡 一 4 十 认 ，wx 和 0 为 实数 。 
定理 21.7 设 积分 | /(y)dy 绝对 收 伊 ， 且 /(y) 在 点 二 的 邻 域内 是 有 界 变 差 丽 数 ， 


则 当 Im(ip) 之 一 方 且 /(z) 在 点 x 连续 时 ， 变 形 复数 球 柱 丙 数 变换 的 反 演 公 式 为 
op Te A y : 
一 一 1 B Ci 4+ (Br)Y(B) dp, —Xx aglhr) x/2 
nT 0 < 
2 2p 2 A . 
一 1 PB Co (Br)Y(B)dB, nr/2 < arg(Br) 
开 0 


证 明 ; 
根据 定理 21. 5， 设 积分 | /Cy)dy 绝对 收 和 你， 且 /Cy) 在 点 + 的 邻 域内 是 有 界 变 差 机 


数 ， 则 当 Im(ip) 六 一 村 县 f(x) 在 点 x 连续 时 ， 当 一 x 二 arg(Br) 三 x/2， 可 有 
/7) = 二 | B (Rr) Z, ,Carydp|. (By) “Zi (BY) VI/ (Wdy (21-32) 
PY . 人 [x 》 、 
将 变形 复数 球 柱 函数 和 变形 复数 柱 图 数 关 系 式 C(x) 三 A/ 均 Zi 
可 得 
加 人 ~» 人 [9 RB: 1 
f(x) = 一 名 好 | B Br) ™ Ci, 1 (pr) 8 ap | (Ry) C, 1(8y) A CF fly)dy 
8 n 0 人 元 


(21 -33) 
在 式 (21-33) 中 用 zz)z ”替代 /(x) ， 可 得 
jz) 一 一 二 说 | pC, ype /0%) 1(By)] dy}dB (21 -34) 
定义 
Y(8) = [xf [Ot dy (21 ~ 35) 
这 样式 (21 - 34) 可 写 为 
f(x) 一 一 三 记 | Ct (Br)Y(B)dB (21 - 36) 


式 (21-35) 为 变形 复数 球 柱 函 数 变换 ， 式 (21 -36) 为 一 r 一 arg(Br) 扩 2 情况 
下 的 变形 复数 球 柱 函 数 变 换 反 演 公 式 , f(x) 称 为 G(B) 的 变形 复数 球 柱 函数 积分 反 变 换 
(或 原 象 函数 ) ， 记 为 YLY(8)] 。 

当 x/2 二 arg (Bx) 二 x， 按照 类 似 步 又 可 得 


f(x) = 全 Rs 订 Co 141(Br)Y (BdB (al = 
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对 应 变形 复数 球 柱 洱 数 变换 (21 -35)， 当 x/2 二 arg (Bx) 过 7 情况 下 ， 变 形 复数 球 柱 
因数 变换 的 反 演 公式 为 式 (21 -37)。 


21.7.2 变形 复数 球 柱 函数 变换 性 质 
aa 二 sj 
性质 1. 3;,[f(Czx)] = GYE) (C 为 常数 ) 


{9ip-1 [f(x)] 一 Dipf1 [f(x)] } 


有 REDS a 
性 质 2. % [| 一 闻 于 cpy FI 


21.8 有 限 变形 复数 球 柱 函 数 变换 


设 /7) 在 [0,R 上 有 定义 , f(x) 的 有 限 变形 复数 球 柱 函数 变换 由 下 列 积分 所 确定 


Y.(8,) = | Fr [C4 08 友 ) dr (21- 38) 


其 中 忆 为 EC +(z) = 一 0 的 第 7 个 根 ,z=。 
定理 21.8 设 /(7) 在 区 间 [0,Rj 内 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 则 在 区 间 [0,R] 内 f(x) 的 每 
个 连续 点 处 .都 有 
A 全 
Y¥.(B) C4 (EB;) 


FY = Si ep (21— 39) 
/ 本 1 (KB)] Cnt (RB Or dr 


其 中 3 表示 对 方程 C， +(Cz) 二 0 的 一 切实 数 根 B 求 和 ; [Cs (£8)] 为 Cy (£8) 的 


共 恩 晒 数 。 
式 (21-39) 为 (21-38) 的 反 演 公式 。 


21. 9 多 重复 数 柱 函 数 变换 


21.9.1 二 重复 数 柱 函 数 变换 基本 公式 
设 /(x,0) 在 极 坐标 平面 (>,0) (其 中 0 过 + 二 w，0 志 9 过 2x) 上 有 定义 ， 由 下 列 积 
所 确定 的 函数 
Zon = 二 | | rf (r,0) [2Z;, (ar)e”™ ]" dOdr (21 -40) 
称 为 /(r,0) 的 ip xn 阶 二 重复 数 柱 函 数 变 换 。 记 作 5&6,,[f(r,0)] ， 即 
Z(a,n) = 名， [f(r,0)] (21 =—41) 


其 中 Zi, (ar) 为 ip 阶 复 数 柱 函数 ; [Zi (o-)] 为 Zi, (ar) 的 共 F 恩 函数 ;p= 二 a 十 6 ，a 和 6 为 
实数 ，”=0, 士 1, 士 2, 士 3,. 
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bnLf(r,0)] 的 二 重复 数 柱 函 数 逆 变换 公式 为 


f(r,0) = 为。 | Ze, 11)QZ (ar)e”ado (21 -42) 


有 三 人 二] .20 


根据 定理 21. 1 和 复数 傅立叶 级 数 原理 .可 以 证 明 式 (21 - 42)， 读 者 可 以 自行 进 
21.9.2 二 重复 数 球 柱 函数 变换 基本 公式 


设 /(r,0) 在 极 坐标 平面 (~,0) (其 中 0 三 rw 0 0 亿 2x) 上 有 定义 ， 由 下 列 积分 
所 确定 的 函数 


Q(a,n) = 二 | | Aero [cy re“] dodr (21— 43) 
2 | 


0 


称 为 /(r,0) 的 (ip 一 二 ) 义 元 阶 二 重复 数 球 柱 函 数 变换 。 记 作 wwLAGr.9)] ， 即 
Qtas = nL fl:07 (21 — 44) 
其 中 C, (ar) 为 ip 一 也 阶 复数 球 柱 函 数 ,[C,, 4 (ar)] 为 Cy + (ar) 为 共 恩 图 数 . 一 4 十 


ib， aa 和 户 为 实数 ,7 一 0, 士 1, 十 2, 士 3,” 
bp.nLf(r,0)] 的 二 重复 数 球 柱 函 数 逆 3 谈 换 公 S 式 为 
f(r.0) = 3 | Qne, 1 (ar)e"a’ da C21 = 5) 
n 0 和 


1 一 人 ,十 1 水 2 


根据 定理 21. 3 和 复数 傅立叶 级 数 原理 可 以 证 明 式 (21 -45) .读者 可 以 自行 进行 
21.9.3 二 重 变形 复 数 柱 函 数 变 换 基 本 公式 


设 f(r.0) 在 极 坐 标 平面 (r,0) (其 中 0 过 二 0 过 0 过 2x) 上 有 定义 、 由 下 列 积 4 
所 确定 的 函数 


X(B,n) = 去 | 上 tr (B-)e™ ]' dbdr (21 一 46) 


称 为 f(r,0) 的 ip X7 阶 二 重 变形 复数 柱 函 数 变 换 ， 记 作 rwvL7r,9)] 
即 
XB nn) = tpsL fry0N G21 ~ 47 
其 中 名 (pr) 为 ip 阶 复数 柱 函 数 , [2 (B-)]* 为 和,(B-) 的 共 思 函 数 . p 二 4 十 记 .a 和 为 
实数 , 天 0 士 1， 土 2, 士 3 。 
rwLFCr,0)] 的 二 重 变形 复数 柱 函 数 道 变换 公式 为 
- Te 区 | Xe 2 Zi (ar)e™BdB, — x < arg(Br) a/2 
Fr 0) 1] 1 二 0, 坏 1. 土 2,… 
1 


w A 
六 | X(B,n) Zi, (ar)e™BdB , nr/2<arg(Br)Sx 


(21 — 48) 
根据 定理 21.5 和 复数 傅立叶 级 数 原理 ,可 以 证 明 式 (21 -48) ， 读 者 可 以 自行 证 明 。 
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21.9.4 二 重 变 形 复数 球 柱 函 数 变 换 基 本 公式 
设 Fr-.0) 在 极 坐标 平面 (~,0) (其 中 0 志 r 二 w,， 0 过 9 过 2x) 上 有 定义 ， 由 下 列 积 
所 确定 的 函数 


» f2x A 
Y(B,n) = 去 | | rf(r,0) [Co 1 (Pr)e™]* dodr (21—49) 
nT 0 0 


称 为 /(r,0) 的 (ip 一方) Xn 阶 二 重 变形 复 数 球 柱 函 数 变 换 ， 记 作 0.,[/(7,0)] 


即 
Y(B,n) = 6. Lf 7,0)] G21 一 50) 


A A 人 
其 中 心 ,1(B) 为 记 一 二 阶 变形 复数 球 柱 函数 , [3(B)]” 为 @ 4(B) 为 共 乞 函数 ， 
P= 二 a 十 ，a 和 6 为 实数 ,n= 二 0, 土 1, 二 2, 十 3,…。 
owuL/(r,0)] 的 二 重复 数 球 柱 函 数 逆 变换 公式 为 
Ea A 
EF 有 二 | YO ny Cr (Br je db; — mn < retfr) < x/2 
n 和 


二 ,十 | ,十 2 .0% 


> A 
2 | Y (Bn) Ci, + (Br)e™B dB nr/2 < arg(Br) xr 
HW=0,+1 ,十 2 0 2 


(21 -51) 

很 据 定理 21. 7 和 复数 傅立叶 级 数 原理 ， 可 以 证 明 式 (21 - 51) ， 读 者 可 以 自行 证 明 。 
21.9.5 三 重复 数 柱 函数 变换 基本 公式 

设 /(r,9,z) 在 三 维 柱 坐 标 平面 (r,0,z) (其 中 0 过 二 w, 0 寺 0 过 ?2x ,一 oo< > 一 oo) 
上 有 定义 ， 由 下 列 积 分 所 确定 的 函数 
二 | (| rf C502 Goryer ew] dz}dg)dr (21-52) 
称 为 /(r,0,z) 的 ip XnXw 阶 三 重复 数 柱 函 数 变 换 ， 记 作 T,,,,[/(r,0,z)] 

即 


Clan,w) = 


Cla,n,w) = Tmal fF CxOy¥y] (21—53) 
其 中 Zi (ar) 为 ip 阶 复数 柱 函 数 ， [2 Car)] 为 Zi, (ar) 的 共 四 e 函 数 ， P= 二 a 十 bb ，a 和 4 为 
实数 , n= 二 0, 土 1, 土 2, 圭 3,… ,ww 一 “十 ic 。 
TmsL/(r,0,z)] 的 三 重复 数 柱 函 数 逆 变换 公式 为 
1trba = DD | cea)Zylor)ererdolada (21-54) 


根据 定理 21. 1 (对 方向 复数 柱 函 数 变换 ) 、 复 数 傅立叶 级 数 展开 (对 9 方向 ) 和 拉 
普 拉 斯 变换 (对 > 方向 )， 可 以 证 明 式 (21 -54)。 

本 章 定 义 的 系列 复数 积分 变换 可 用 于 柱 坐 标 下 各 向 异性 数学 物理 方程 无 限 域 定 解 问题 
求解 。 


第 22 章 各 向 异性 波动 方程 解析 解 


波动 方程 是 一 种 重要 的 数学 物理 方程 。 在 各 向 异性 电磁 场 和 其 他 技术 领域 研究 中 将 会 
遇 到 各 向 异性 波动 方程 。 各 向 异性 波动 方程 中 同样 出 现 了 待定 函数 关于 空间 坐标 的 奇 次 偏 
导数 ， 经 典 分 离 变量 法 解析 求解 各 向 异性 波动 方程 会 遇 到 困难 。 作 者 采用 本 书 发 展 的 复数 
分 离 变 量 法 和 有 关 复 数 特殊 函数 求解 了 圆 域 、 圆 柱 域 和 球面 域 、 球 体内 各 向 异性 波动 方程 
问题 ， 给 出 了 一 些 波 动 方 程 边 值 问 题解 析 解 。 


22.1 圆柱 坐标 系 下 二 维 各 向 异性 波动 方程 


圆柱 坐标 系 (x,0,z) 下 二 维 圆柱 域内 各 回 异 性 波动 方程 为 
二 | 1 o 2 1 0 2 0 ut 
r Dr r Drab “rr 96 a 


式 中 u(r,0,1) 为 加 域内 物理 场 分 布 函 数 ， 圆 域内 0 过 9 过 2r ，0 过 1 三 R，xz 为 常数 ,i、 
cl ，c22 为 物理 常数 。cu ,cs ,czs 中 下 标 1 代表 径 向 二 方向， 下 标 2 代表 0 切 向 方向 。 
设 实 心 圆 域 边界 条 件 为 
-二 尺 ,u(r,0,1) 二 0;r 二 0,u(0,0,1) 有 限 值 《22 — 7) 


(22—1) 


Ol 


(Es 
or 


初始 条 件 为 
du(r.0.0) 


u(r,0,0) = f(r,0) , Bz 


= g(r.0) (22 —8.) 


设 方程 (22 -1) 有 如 下 形式 解 
wrt) EE vrOTN(E) (22 — 4) 
将 式 (22 -4) 代入 方程 (22 - 1) 后 ， 再 分 离 变量 可 得 


Eat . 2 0 dv . 1 A 2v 1 dw 1 
9 四 Le r | oe 9 7 2c 1” 过 ro 22 -> oafF cl 2 
二 (C22 一) 
él 4 
式 中 4 为 分 离 变量 常数 。 
本 节 定 义 如 下 无 量 纲 量 和 参数 变换 
Ki = 1Ky = ,Ky = z=rM (22=6) 
C11 Cll 
将 式 (22 -6) 代入 式 (22 -5) 可 得 
二 了 于 二 je (22.—7) 
a 
9 iv .5 所 g 也 . Ov 2 5 二 
天 2 Ft Kn? 77 jz 十 2 天 7 可 0 二 江 v= 六 (52 =.8) 
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根据 方程 (22 -7)， 可 得 
T(t) = CeiVx + De i Vin (22 — 9) 
式 中 C,D 为 复数 常数 。 
边界 条 件 (22 - 2) 改写 为 
区 三 元 (天 0 一 0 下 三 056zb0 有限 C22= 10, 


式 中 x2 去: 源 汰 aa 
方程 (22-8) 解 设 为 
v= f(z)e” hb 


N= 一 % 


式 中 站 == 一 1 ; n 为 整数 。 
当 n= 二 0, 方程 (22 -8) 简化 为 


站 oo (22 -12) 
dz dx 
方程 (22 -12) 为 0 阶 贝 塞 尔 方程 ， 其 解 为 
Uy = ER 中 (22 -13) 


式 中 ,ds 为 实数 未 知 常数 。J (x) 为 第 一 类 0 阶 贝 塞 尔 函 数 , Y, (zx) 为 第 二 类 0 阶 贝 塞 尔 
对 于 7 和 关 0 人 情况, 将 式 (22-11) 代入 方程 (22-8)， 化 简 后 可 得 


i 二 te 十 二 而 (22 -14) 
dr” dx 


方程 (22 -14) 为 Zi, 微分 方程 。 沿 用 第 5 章 类 似 步 又 ， 可 得 方程 (22 - 14) 解 为 
flr) = Ano Cx) Aynio Zp, (2) (22- 15) 
式 中 Aiio ， 闪 ao 为 复数 常数 。 Dn = hes 二 ib (= lLs 2) 且 有 


[7 5 =—~—nK 1» 
Bs = A Ks CO— Ks ) 

C22= 16) 
dy,n =— nkK 1, 


Bo = 六 /CRs — Ki 7) 
方程 (22 -5) 中 4 可 根据 式 (22 -15) 中 的 非 平凡 解 条 件 确 定 。 下 面 将 分 情况 求解 。 
圆心 处 物理 场 有 限 条 件 可 以 用 来 消减 待定 常数 。 根 据 式 (22 - 16)， 在 "二 0 情况 下 ， 
只 有 二 2 对 应 函数 项 存在 ， 由 此 可 将 式 (22 -15) 简化 为 
fbx) = AZ (zx) (22—17) 
式 中 = 2，。 
边界 条 件 (22 -2) 可 简写 为 
六 三 六 ,oz 的 一 0 
式 中 zx 一 Rw 。 
将 f(x) = AoZis,(x) 代 人 以 上 边界 条 件 ， 可 得 
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ZB (x)=0 (22—18) 
对 于 nn 二 0,v 二 (Jol(zx) 为 圆心 对 称 解 。 下面 ,第 一 步 ， 研究 对 称 问 题 、 第 二 步 将 研 
究 一 般 情况 。 
(1) 中 心 对 称 波 情况 
根据 线性 偏 微 分 方程 可 释 加 性 原理 ， i (22-1) 的 中 心 对 称 解 


ulr,t) = > (Aicos Van ft + Bsin Wan € C1) J kL) (22 -19) 
j=1 
式 中 忆 (j 二 1，2,… ) 为 0 阶 贝 塞 尔 函数 J，(x) 的 零点 .4 二 ( 八 ) 。 


式 (22 -19) 为 实心 圆 域内 波 的 中 心 对 称 解 。 如 果 圆 域内 波动 方程 的 初始 条 件 为 


i 0 = 1 i 


此 种 情况 下 的 该 波动 物理 场 与 9 无 关 , 式 (22 - 19) 就 是 波动 方程 解 。 将 :==0 代入 到 


式 (22 -19) 并 代入 以 上 初始 条 件 : u(r.0) = 万 (r) :td 二 g(r) ， 形 成 2 个 方程 ， 


并 所 得 方程 中 的 广 (r) 和 gor) 分 别 展开 成 几 ( 双 :) 的 级 数 ， 根 据 级 数 正 交 性 可 确定 待定 


常数 A, 和 Bi ， 对 称 波 问题 求解 完毕 。 
(2) 一 般 波 情况 


考虑 Zi (rx) = 2 Ta 省 无 穷 多 淮 点 ， 亡 海风， j=1, 2 


| 
NSE 
NN 


Bs ss o 
求解 Z,,(x) 二 0 可 得 零点 必 ，， 
Al RA C22 20) 
根据 式 (22 -4) (22-9) (22-17) (22 -20)， 可 得 
u(r,0,1) = 
by > 人 (Dri ewev V+ 
用 一 一 ov 天 (0) j= 
0 A C2221 
(Bojr 十 ioaorrD2Bo CE )ew eiVir 半 1] 十 
> )(Aicos Cll El 十 已 ,Sin Cri rT 
人 eR R 
将 1 二 0 代入 到 式 (22-21) 后 ， 再 代入 初始 条 件 式 (22 -3)， 可 得 
3 3 [LE 十 LA JU Ce 
1 一 一 ov 天 0 j=1 (22 _ 22) 


Biaajs + 2 十 7 = /f(r,0) 
3=1 
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上 Dlive Cll Csi (Mnos + IA ) Zo,. ee a 


i Ven Esl( Binoy A CH ye ] 十 (22 - 23) 


> Yen CB) ol my 一 g(r,0) 
根据 第 5 章 复 数 柱 函 数 展开 定理 ,可 将 /(r,9) 和 g(r,0) 展开 为 以 下 级 数 


f(r,0) = 3 Sue i Cs)e “+ ol (22 -24) 
1 一 一 viE0 j=1 
g(r,0) = 人 Don 6 ,ye ew 十 Dayo( 彼 ， (22 - 25) 
式 中 (% sD), j 和 Di.,.0;; 为 复数 党 数 。 Cn 9 Dy 6 9 Cj 和 4d; 可 分 别 根据 式 (5==70) (5=—=72) 


确定 。 记 (Gr = Cyan Cosisi 9 Do D0 十 1D,0,.i o 
0 0 
对 比 式 (22 -22) (22- 23) 和 式 (22 -24) (22 -25) 中 Zo, (2 2)eo ， Jol 路) 前 


系数 ， 可 得 
页 让 os ws Oy 


1 VO Tid Arngs = Biosg) 3 Ds 0 


本 (22 -25) 
Ai 一 上 


Wen Bi = 
求解 式 22 - 26)， 可 得 待定 常数 Ai.o0, Bio ,A; ,Bj 。 


根据 Z (zx) = x (x) ， 可 将 式 (22 -21) 改写 为 
u(r,0,1) = 


> by {Ai.n.oj.rcosLn0 十 ci， ,ln( 2 ) + ye we] — 


天 Dn) j=1 


Auojusin[z ln ty 十 Von ie] Ds 


un 


2 
( RR 十 


(22 = 27a) 
;3 > {Bimasrcos [ng + arsdn( st) — Ve Eee] — a 


n D0 J = 


Bsnsin[nd + armln (ER) 一 Ve Ee]} Ts, CPR) + 


>», cos Ven 入 2 Bain Va Rn J) 
根据 数学 物理 的 实数 化 原理 ， 式 (22 - 27a) 可 简写 为 
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u(r,0,t) = 
3 A gi cos[n0 + ualn( EL) 十 VE Cs 
n=1 j= 


0 + hen SH a 二 


(22 -27b) 


1 S11B m0.j.rCOS[Ln0 十 onl es 》 El Sa] 


1 一 ] j=1 


局 wjssin[L7z0 wal ey ew } i ) 十 


Dh cos Van lr 十 Bisin en 0)], (¥) 


式 (22 -21) 为 方程 (22 -1) 的 复数 形式 解 ， 式 (22 -27b) 为 方程 (22 -1) 实数 形 
式 解 。 这 样 可 得 如 下 结论 : 如 果 给 定 一 波动 物理 场 ， 可 确定 PP， 和 Zi (z) ， 由 此 可 确定 
内 。 根 据 复数 柱 函 数 展开 定理 ， 可 确定 Ci ,Di ,ce ,ww 。 根 据 式 (22 -26) 可 
确定 待定 常数 As ，Bi.i.o.;，A;，B, 。 根 据 式 (22 -27b) 可 确定 波动 物理 场 待定 函数 


22.2 圆柱 坐标 系 下 三 维和 名 向 异性 波动 方程 


圆柱 坐标 (r,b,z) 下 的 一 种 A 类 型 的 三 维 各 向 异性 波动 方程 可 写 为 


1 9 Au 1 汪 “ ] 人 <u A LU 9 7 
a > a > ~ 2 一 2 
人 Fs oe gr 


式 中 u(r,0,z,t) 为 圆柱 域内 物理 场 分 布 函 数 。 cj (j,k 二 1,2.3) 为 物理 常数 ,cj 中 下 标 1 代 
表 径 向 r (0 过 rr 二 R) 方向 , 下 标 2 为 切 向 9(0 过 9 过 2x ) 方向 , 下 标 3 代表 x (0 过 z 牵 
E> 方向 。 


设 
胡大一 vr OE er” (22= 29) 
将 式 (22 - 29) 代入 到 方程 (22 - 28)， 可 得 
二， 9 7 于 2 可 “可 是 1 可: EE DU wo 了 
1 ger 0 7 t+ 2K a Ka rr oF | K， a 9 G22 30) 
式 中 Ki = < 一 Ls Kis = == cw == ce = C3 
C11 Cl Cll 
设 
vr,0,2) = Dy eC,(r,z) (22 — 31) 
式 中 7 为 整数 。 
首先 研究 n==0 情况 ， 将 式 (22 -31) 代入 方程 (22-30)， 可 得 
站 (22 - 32) 
r dr or | i i 
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设 
Colry) = e™ fol¥y) (22~33) 
将 式 (22 -33) 代入 到 方程 (22 - 32) 可 得 
ld dh) pKa (— ee) 一 0 (22 = 34a) 
r dr dr Cul 
记 
5 一 一 (Ka 一 所 ) (22 -34b) 


C1l 


这 样 ， 方程 (22 - 34a) 可 改写 为 


人 中 人 和 ay 坊 业 二 交 (22 - 34c) 
r dr dr 
方程 (22 - 34c) 为 0 阶 贝 塞 尔 方程 ， 写 为 
de (22 - 35) 
dr dr 
对 于 圆柱 域 上 、 下 端面 和 侧面 为 0 值 的 边界 条 件 ， 可 写 为 
r= R,u(R,0,z,t) 一 0 (22 - 36a) 
z= 0u(r,0,0,1) =0 (22 ~ 36b) 
z= Lu(r,0.L,t)=0 (22 -36c) 
r= 二 0,u(0,0,z,L) 为 有 限 值 (22 -36d) 
设 初 始 条 件 为 
u(r,0,z,0) = gp(r,0,x) 
| 9 的 = (22 -37) 


为 简化 起 见 , 设 g(r,0,z) ,g(r,0,z) 为 三 个 坐标 (r,0,z) 耦合 函数 ， 即 不 能 分 解 为 三 
个 坐标 耦合 琐 数 和 其 他 两 个 (~,z) 或 (7,z) 坐标 耦合 函数 之 和 。 对 于 包含 其 他 两 个 (x,z) 
或 (r,z) 坐标 耦合 函数 的 一 般 情 况 下 的 g(r,0,z) ,g(r,0,z) ， 根 据 大 加 原理 ， 分 别 求解 对 
应 两 个 (~,z) 或 (~,z) 坐标 耦合 函数 解 的 问题 解 ， 然 后 大 加 到 本 节 提 出 解析 解 即 可 。 
根据 式 (22-33) 和 (22 -34a)， 可 得 


Cr,z) = Are™w fo(r)+ Are /for) (22 - 38) 
将 式 (22 -38) 代入 到 式 (22-36b) 和 (22 -36c)， 可 得 以 下 特征 行列 式 
1 1 
去 (22 -39) 
Sin = 0 
22 -40 
Pn l 
考虑 到 v(0,0,z) 有 限 性 ， 方程 (22 - 35) 解 可 简化 为 
i [a (22 -41) 


式 为 待定 实数 常数 ; Jv(z) 为 第 一 类 0 阶 贝 塞 尔 函 数 ， 其 零点 为 jm == 1,2,…) 。 再 结 
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合式 (22 - 34b)， 可 得 


Rs = jw 
0 2 (22 -42) 
w = cu[LK;; L R, ] 
式 中 jw 盖 0。 
由 此 ， 可 得 方程 (22 -28) 关于 7=0 的 解 w(r,z.L) 
&0(CFr zt) 一 > ta Awicos sfen[LKs ( 嫩 ) 十 (你 ) Ji+t 
(22 — 43) 
。 i i 关 需 到 
Basin, [en LKs oh )sin 
当 n 关 0， 设 
一 人 tr ， (22 — 44) 


k=—% 


式 中 义 二 从 ,上 为 整数 。 
代入 到 方程 (22 - 30)， 可 得 


PE rR Ft Ke Oy + Km}=0 


dr dr 
(22 -45a) 
将 式 (22 - 34b) 代入 到 方程 (22 - 45a) ， 可 得 
hers +r 叶 (十 2Kiaiz) 十 falsr — Kn)=0 (22 -45b) 
记 
区 二 (22 — 45c) 
式 中 5 3 《Ka a 时 o 
11 
据 此 ,方程 (22 - 45b) 可 写 为 
到 d /fu 市 交 dfu (1 十 2 天 这 ) 十 fu(x — Kran)=0 (22 -45d) 
dz dx 
方程 (22 -45d) 为 Z, 方程 ， 其 解 可 写 为 
fa == Aiinio Zip,, C2 Azsno Zip,, (Xx) (22 = 6) 
式 中 As 为 复数 常数 ，! 一 1，2，A 为 整数 ; pi. 为 特征 根 ,pi == a 十 i 
Ulin =— nkK 1 
(22 — 47) 


根据 式 (22 -31) (22-33) (22 -44) (22 -46)， 可 得 方程 (22 - 30) 解 为 
VU, ik(rr0 zs) = = A. koe A Zin, (EY (22 一 48) 
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式 中 nn 关 0 ，/ 王 2。 
将 式 (22 -48) 代入 边界 条 件 和 初始 条 件 ， 可 以 确定 特征 值 MX 和 ww 。 
考虑 到 v(0,0,z) 有 限 性 ,根据 式 (22 -47) 可 得 


Ainiw = 0(n > 0) (22 -49) 
将 式 (22 -48) 代 人 到 式 (22 -36a)， 可 得 
Zs, x)= 0 (22 - 50) 
求解 Z;, (x) = 二 0， 可 得 Zi,， Sh 
2 
Cy =— (Ka — (22 -51) 
11 
由 此 可 得 
Wat Cr)0,2) 一 A em Zo,, (tid) (22 - 52) 


将 式 (22 -52) 代入 到 式 (22 -36b) (22 -36c)， 根 据 式 (22 - 34b)， 可 知 一 个 yo， 
与 一 对 土 丸 关联 。 由 此 ， 可 得 


re i ,aps 
ed hie Ains.je (4 Lin, 


A 到 


方向 边界 条 件 : w(r,0.0) 二 0,v(r,9,L) = 0 ， 可 得 特征 行列 式 


1 1 
一 0 (22 -53) 
GMAL e MA 
sinAsL = 二 0 (22— 54) 
由 此 可 得 
一 各 小 ==0， 二 1 二 区， (22 -55) 
根据 式 (22 -340) ， 可 得 
0 2 2 
(Cy =— [Re (Nh =] (22.— 56) 
R C1l 
wr” 2 [emsy Ks Cae) ei (22 -57) 


根据 式 (22-29) (22-31) (22-52) (22-55) (22 -57)， 可 得 


2C 2 oO 
_ >) >) 》, 了 r 0 i phy kK 03? 
中 一 e eT Zip,, (RA LA ko eV TI #90 nn 十 


1 一 一 下 天 0 /一 1 人 一 一 上 天 0 


3 
甩 jsoe EN +kKyg Ai)? a | my wr 0,1) 


(22'= 58) 
式 u(r,0,1) 为 对 应 k= 二 0,n 关 0 的 解 ， 由 式 (22 —27b) 给 出 。uwuo(r,z,t) 由 式 《22 一 43) 给 
出 ;。 


将 1 二 0 代入 到 式 (22 -58) ， 再 代入 初始 条 件 (22 - 37) 可 得 


>， eve 尼克 pe a Ai Baus 十 Mo(Cryzy0) 十 u(r,0,0) = plr,0,x) 


mma0 j=) k=-mk¥0 
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C22 = D9) 
y， x Es) 二 K;; (Gs jc CA ne jskt) — B,. ji0 Dee 上 区 Wn 十 
n=—wp.n¥0 j= 1 人 一 一 并 ,天 0 

A uolryzs0) | dul(r,0.0) , 
BE 二 于 g(rs05z) 

(22 =60) 

根据 第 8 章 中 复数 柱 体 函数 展开 定理 ， 可 将 g(r,0,z) 和 g(r,0,z) 展开 为 
ja 一 y Vic ie eT 次 A 
1 一 一 严 .71 天 0 ] k=—%~ 
(22 -61) 


[gta = > > Da eZ 


N=—%mn¥0) j=1 = 一 


式 中 (nist ，D,wrwo 为 复数 常数 ， 可 根据 式 (8 一 46) 确定 。 记 为 Crowtajid = Cron lia 


jor 下 
Cs » Tjek jd = 万 jf 二 1D. Wid 0 
分 别 比 较 式 (22 - 59) (22-60) 和 式 (22 -61) 中 ewe 人 TZ Ce) 系数 可 得 
Mi ko 让 Bi,jik.0 二 Ci kasio 
0 2 ) (22 0 62) 
Ba /eae 十 Ks CA )” eia CA go By.jin? 二 Dr nsg,s 0 


求解 式 (22 - 62) ， 可 得 系数 Ace ,Bien 
耦合 函数 ,wo(ryz,i),x(r,0,i) 中 待定 常数 为 0。 


考虑 到 0 9 Bsjik0 e™ sla 为 复数 形式 ， 可 得 
Ainjikio 二 A ni 十 LA kn 
| 二 Bij,jk0.e 下 LE 

负 = coOs70 十 isinng 


iu 


hn 三 起 


。 由 于 pr.0,z) ,g(r.0,z) 为 三 个 坐标 


iuj, ,ln(n) 


= Os(Q@.alar) Tisin(aralnr) 
根据 式 (5 一 75) (22 -29) (22 -44) (22 -58) 和 以 上 公式 ， 可 得 
u(r,0,z,t) -= uo (r,zZ,1) 十 u(ry0,2) 十 


六 4 之 和 2 {Anno b, Cl eos[10 + a nt et 十 全 十 CC) + Kss Qi)’ Jend]— 
人 L 

oa CD)sinD8 二 a in) + 外 Nl 十 Ks 4) Jen 习 十 

及 Ct eos + a sn( Pn) 十 全 一 [Ce 十 Kas Ce) en 一 


太吉 Ra (下 )sin[70 十 0 十 本 一 Lees ) + Ks Qi)*Jend] | 


式 中 以 为 Z。 (z) 的 零点 。 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 以 上 x(r,b,z,z) 可 简化 为 
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u(r,0,z1) = ww (rszt) u(r0,t) 十 


272 DD (hint eeos0 + erin Pe) + Pe + LE + Ks Qu)’Je]— 
AsiaJ ,lsin[ 0 + drsdn( ie) + ke + /Lt) 十 Ka G4)’Jend]+ 
Br) (cos[n0 + arsln Pit) 十 az — [Est) 十 Ka Gi)’Jen]— 
Bi s(n) sin[n0 + arsln( ls) + he — [Et) + Ks Qu 可 | 


(22 -63) 
式 (22-58) 为 柱 坐 标 下 三 维 各 向 异性 波动 方程 (22 - 28) 复数 形式 解 ， 式 (22 - 
63) 为 三 维 各 向 异性 波动 方程 (22 - 28) 的 实数 形式 解 。 


22.3 球 坐 标 下 球 膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 


球 坐 标 (~,Pp,0) 下 的 球 膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 为 


] 0 1 9u 1 a? u 
5 C33 六 Wl 22 64) 
“2 sin'0 dp Dae sing csing 3 Ti sing 9990 at ' 


式 中 (90,g,4) 为 球 膜 内 物理 场 分 布 函 数 。 cz ,css css 为 物理 常数 。 方 向 2 为 球 坐标 方向 角 gp 
(0 委 y< 2x ) 方向 地理 纬 线 方向 ) ， 方 向 3 为 球 坐 标 0(0 二 0 二 x ) 高 低 角 方向 (地 理 
经 线 方向 )。r 为 径 向 坐标 ，R 为 球 半径 ， 球 膜 面 上 r 二 R 

引入 如 下 变换 


qu 


z= coOSO 022 = 605) 
可 将 方程 (22 - 64) 变换 为 以 下 偏 微分 方程 
Cy2 0 7 du 2 du du A 9 2u 
(1—x’) dg 十 ca[ 一 27 0 m1} 9 可 Zeas Op91 号 oar 
(22=66) 
边界 条 件 设 为 
工 一 ixzlyot) = 0 
| (22 —67) 
二 = TUT pt) 一 0 
初始 条 件 设 为 


9 u(r,0,0) 


u(r,0,0) = rat 9 本; 


= g(r,0) (22 =68) 


设 方程 (22 - 66) 有 以 下 形式 解 
u(r ,p11) = v(r,p)T(t) (22—69) 
将 式 (22 -69) 代入 到 方程 (22 - 66)， 再 分 离 变 量 后 可 得 
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下 
AF ok (1—x’) og 0 a og Bs Caa 
ol" u 4 
(22 -70) 
式 中 》 为 分 离 变量 常数 , 久 二 0 ,X= L(/ 十 1) 有 
本 节 引 入 以 下 无 量 纲 变换 
= Te = ee = ey (22 =71) 
C33 C33 
将 式 (22 -71) 代入 到 式 (22 -70) 可 得 
5 二 +olCL+DP=0 (22 -72) 
i 
(1— x:) dg 本 全 并 - oO x > dogA7 , 
(22 — 78) 
根据 方程 (22 -72)， 可 得 
Fy = CE + De (22 - 74) 


式 中 C，D 为 复数 常数 。 
方程 (22 -74) 类 似 于 文献 [44] 中 的 方程 (17 一 8), 方程 (22 - 73) 解 可 以 沿用 文 
献 [44] 中 方程 (17 一 8) 的 解 


u(x'p)t) = 3 DAE )e™ (A.o.se Vm + Bn.se Van ) 十 


m= 二 一 wm 区 0 n= 二 1 
Dy arcos VEOH Uo + bsin VAC )o)Z, Cr) 
n=] 


(22 -75) 
式 中 心 ， 可 由 文献 [44] 中 式 (17 一 39a) 
{LZ Cr AWE tLZ, Crd) Fy {LZ Cr Ad) + [LZ zs) 本 ) 一 
{LZ Czas + [2 (ra) TY {LZ CA + [2 tia) }= 0 
确定 , 4 可 由 文献 [44] 中 式 (17 一 39b) 
Ll tL (Crsal) — Li(ws sd I Lar) = 0 
确定 。 根 据 文献 [44] 第 17 章 定义 ， 


(1) 2 
| = a 


人 (zraA) 


Lo (x sn,) 
二 


将 :一 0 代入 到 式 (22-75)， 再 代 人 到 初始 条 件 (22 - 68)， 可 得 


(5 


[ze = Cee Rh) 
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> 3 (TA em ( Ano 十 了 Bow) 十 2 ,Zrzyl) = rzyp) 


二 一 wm 产 0 n 二 1 


(22—77) 


3 De VAmao Cio — Biioin) Dh v » Vl LR)oZ, (x,0) = g(r,9) 


HW 三 一 天 0 1 二 


(22 -78) 

根据 文献 [44] 第 17 章 中 复数 球 带 面 函数 展开 定理 ， 可 以 将 FCz,p) 和 g(x,gp) 展 
开 为 

f(r,9) = 3 Yow onZ nn (TAN ) er 十 Danza (22 —79) 


二 一 en 天 0 1 一 


g(x,9) = p> og i je + DdbsZ hrsl) (22 -80) 


丸 二 一 四 1 天 0 n= 


式 中 5 te mle 为 复数 常数 ， 记 为 C0.n = Co ， 也 ov = Dome 1 onis 
Can ，Di.on ， cor，do.r 可 由 文献 [44]」 中 式 (17 一 47b) 确定 。 


0 0 
分 别 比 较 式 (22 -77) (22 -78) 和 式 (22 -79 (22 -80) 中 而 (全 1 


前 系数 ， 可 得 
A,, Ou.n 二 BB “Oun = Co 


1 Mm Ai Bonn = Di 
(22 -81) 


U0 = E05 
Bon Wr Te = 
求解 式 (22 -81)， 可 得 待定 常数 Ao ,Ba 和 bo, 。 根 据 文献 [44] 中 式 (17 
一 27) 和 (17 一 40)， 可 得 
二 (22 ~— 82) 
式 中 
Duiwir TA) = Zs (KA) 十 和 Cr A Zs xi nN) Zs (zs) Zs (xisA) 
nilr A) = Zs (FA) 一 次 Ca Zs Cm A) 二 ZZ, (XA)Z, (x1,M) 
一 (zh)Z (zi) — Zs, (x1 ,AZ, Cr) 
[2, Cr AF FZ CavsA) 
和 有 (Cis) = 2, CrisN)Z, C1) 
[Zs (xi sa TF +LZ, (zisA)] 
根据 式 (22 -82) (22 -83), 式 (22 -75) 可 改写 为 


(22 — 83) 


2 (Xi ,A) 


Z, (x ;A) = 
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MGCZyPpL) = > ) (doswcos Vi (lt ho 二 osin VA 二 A)ot)Z, (rx.L)+ 
1 一】 


> > (4 (cos 六 于 VAvaol) — Zai T An JSin( mg Aot) = 


Mm=—@ m0 n= 


AinonsL Zini Cro An NEOS( mop 十 MALE) + Zi (Tora) sinCmg 十 Vonal)]) 十 


3 > {Bona Zai rade a cosCmgp = /Add = Zn TaN sin mg MA) = 


m=—Drmz#0 n= 1 


Bion.iLZiini Crs A ) cosCmg 一 Vonat) + Zan CTA) sinCmg 一 Vsat)]} 
(22 - 84) 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 式 (22 - 84) 可 简化 为 


u(xsgt) 一 >) (uscos VOC bsin VC 十 人 or)Q (rh) 
1 一 上 


> iA nid LZ mir Tan ostmg | Aaat) — Za Cx rAd sintmep -yatt) |] — 


m=| n= 


AnionisL Zn CT Amn cos mp 十 Vanot) + Zn TA ) sinCmg 十 Vhwot)]) 十 


By > {8 SC 一 ip 一 VAsadt ~— 


m=1 n= 


Bo ontL Dn Ls, Jeon = WR) tH Zi EAD Nain( mg — Act 可) 
(22 - 85) 
式 (22 -75) 是 二 维 球 膜 各 向 异性 波动 方程 (22 - 64) 的 复数 形式 解 ， 式 (22 - 85) 
是 方程 (22 - 64) 实数 形式 解 。 


22.4 球 坐 标 系 下 三 维 各 向 异性 波动 方程 


球 坐 标 (r,g,0) 下 一 种 A 类 型 三 维 各 向 异性 波动 方程 可 写 为 


1 9 2 口 u 1 0 2 1 a 和 0 u 1 0 = 0 二 u 
br ( 让 和 7 de (sl n0 ) 十 2 Co 一 7 nh 7 
天 过 天 oar r sin0 og rsin0 90 OO 六 sinO po00 A 


(22 -86) 

式 中 0 和 7 之 ,0 二 0 二，0 过 gq 二 2x。 u(r.0,9,t) 代表 球体 内 物理 场 分 布 函 数 。 

caycsai 中 下 标 2 为 球 坐 标 方向 角 p (0 志 gp 三 2x) 方向 (地 理 纬 线 方向 )， 方向 3 为 球 明 标 8 

(0 二 0 二 x) 高 低 角 方向 (地 理 经 线 方向 )。 ci 中 下 标 1 代表 径 向 坐标 方向 。 
引入 以 下 变量 代 换 


T= COSO (22 -87) 
代入 方程 (22 - 86) 可 得 下 式 


人 u 0 u 


0 » Ou C22 可 “i 
-| E 33 = {1 二 “ no t 三 ~ 
"Be Ss "od ar 


YT 
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(22 一 88) 
边界 条 件 设 为 
= 9 (Fs 9 ,1) 一 0 
0 (22 -89) 
X= Ty suU(r ,Xe ,9»1) 一 0 
r=rulrisr pt)= 0 (22 ~ 90) 
初始 条 件 设 为 
a 9 u(r,T,p,0) aN i 
Cr Zp0) = h(r,r,p), i = g(r,7r,9) (22 -91) 
设 方程 (22 -88) 解 为 
了 (rzypyt) = flr,r,p T(t) (22 一 92) 
将 式 (22 - 92) 代入 到 方程 (22 -88) ， 再 分 离 变量 可 得 
3 2 太 dF 9 af jy Ef 9°f- 1 
i ) 十 7 2) 90 Cs 27 7+ (1 工 ) 7) 2c2 本 Yl 
cuT ff 
一 一 让 
(22 =93) 
其 中 jy 0 ,为 分 离 常 数 。 
本 节 引 入 以 下 无 量 纲 量 
Ku = ,Ks = ,Ka 一 至 ,Ko 一 至 (22 - 94) 
C11 C1l al C1l 
将 式 (22 -94) 代 人 到 式 (22 -93)， 可 得 
有 二 0 (22 ="95) 


0 


9 s K,, 
本 ”< 于 


11 


9 上 9， 97 ay 9 A a°f 2 ，A 一 
Ep 2x 5 十 (1 og Fe 2K3a E = 


0p9 
(22 - 96) 
根据 方程 (22 - 95)， 可 得 
有 GD) = CeiVen 十 De Ven (22 -97) 
其 中 C, DD 为 复数 常数 。 
设 
Jrzryp) 一 uCzyp)RCr) (22 -98) 
将 式 (22 -98) 代入 方程 (22 -96)， 可 得 
K>,, ps 9 a、 部 a? 
i 3 t+ Kl a 2 ) 本 8] 一 2Ka 让 
(22 - 99a) 
Cr +2r 亚 ) 
页 t+rigp=A (22 - 99b) 
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其 中 4 为 分 离 常 数 , 和 A == Ll 十 1)，。 
由 此 ， 可 将 方程 (22 - 99a) 写 为 


Ks 9 2 dv dv 


i + i Ft —r) 全 有 一 2Ks yt 
C22 = 100a) 
方程 (22 - 99b) 改写 为 
+2r 这 + (rn-DR=0 (22 - 100b) 
方程 (22 - 100b) 为 参数 形式 的 球 贝 塞 尔 方程 ， 其 解 为 
R(r) = Aj Vpr) t+ B yur) (22 -101) 


式 (22 -89) 可 写 为 


X= Xxiv(xzisg)=0 
(22 = 102a) 
= v(x ,9) 一 0 
式 (22 -90) 可 写 为 
r=ra,f(rs,r,p) 一 0 (22 一 102b) 


方程 (22 - 96) 与 文献 L44] 中 方程 (22 - 11) 类 似 ， 可 引用 文献 [44] 中 方程 
(22 -11) 解 
fun (rTX 9) 一 


~ 


A A> 、 
DY) [Ao tiA0ms) QD, Croan e+ CA t if) QD Cx Ne] jr Cry) + 


m=—w m0 


2 A : 人 ， 
2 [Bo IBioan) OF (rAda de + Ci TiB,naa) 0 Crs ade] ya, (rw 十 


m= 一 ,mA 


Dy [aos x) ta La zB)] jorM) tt Dy LooLi Crs) + bla x 0)] ye ry) 


n=1 1 一 | 


(22= 103) 
考虑 到 实心 球体 中 心 处 物理 场 有 限 性 , 式 (22 - 103) 中 下 (Bo 三 Bs. 十 
Bm? 和 Brin CBs 二 Bi TB 为 0， Do 和 Bis 为 0。 由 此 ， 式 (22 < 103) 可 
简化 为 
funn rT) Ee 
四 A 人 
DY Lemont Ma YD Ces Ye | CMsnr EA OR Ces em ] je tr 


太一 一 o, 咱 天 0 


> [aoLiCzR) 十 anLaCzR)] je (ry) 


7 一 1 


(22= 104) 
综 上 所 述 ， 根据 式 (22 - 92) (22 -97) (22 - 104)， 可 得 方程 (22 -86) 的 解 为 
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&UCryZyPyL) 一 


Sk A 
到 和 > [A, 0,un, 5e 人 “Va = E; On, he ts Vi 和] 人 Meep Cs nk 2 十 


om 人 
> > Laonscos(— Vent) + bongsin( V Cort) Fw Ce, po 
7 2 2 " 2 


k=1 n=1 


(22 - 105) 
式 中 
2 0 
Zn) 一 人 Cr 一 Qe bs (2. ,Zrp) = Dat) — Lp) 
A (XI yp 二 


2.， 可 由 文献 [44] 中 式 (22 -45) 


人 人 A A 
‘LZ, Cx aA) | 十 [2 (8 A 把 (区 (2 sR 十 LZ (Zz, sy $= 
A A A A 
(LZ (zz A) 有 十 [之 (oe A 下 } ts。 (1 ,入 ) 十 LZ (Xi a } 三 
确定 . 4, 由 文献 [44] 中 式 (22 - 46) 
Li (El Ey A sl) es Ei (x A i vi》 一 0 


确定 。swt 为 也,，(z) 零点 ， 允 一 民有 十 D ,Wp 一 于 于 so 为 加 (z) 零点 ,如 (如 十 1) 
2 


= Ks + 1) sr = 2 


2 


将 上 一 0 代 人 到 式 (22 -105)， 再 代入 到 初始 条 件 (22 - 91)， 可 得 
3 De Da i Deiog7 0 (Smmk 


o 


=》 二 
SR C22106) 
六 Dao Cn CY Br) = rsp) 

k=1 n=1 a rz 


A 
So 三 一 人 . 
> 本 C11 (A,. Qo De ) i (ep )e™rj 0 


r 
os (mmm 和 F 
m=—%MA0 大 一 上 n= ry 
ww 
Sk : 产 
> Ven bo (st ey Zi (Xls) = gr,r,y) 
k=1 w=1 {2 2 


(22 -107) 
根据 文献 [44] 第 22 章 中 复数 缔 合 球体 函数 展开 定理 ， 可 将 h(r,z,g) 和 有 (rzyp) 
展开 为 


名 on mm A | | 
h(r,r,g) > 总 em pA es a ed CS 这 十 
m=—m,m¥0 b=1 n=1 mon Fy 
> jk = 六 ) Z (Cx,1L°) (22 -108) 
一 】 让 一 天 
国 Ea 四 并 | 
B(r,7,9) 加 2 之 / Dg Zaon (aM je Dp Ck 一 十 
m=—o_o m0 人 一 上 一】 “Hh 
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> 诱杀 CBsh 一 Cn (22= 109) 
4=1 n=1 r2 


式 中 (Comin 9 Dowmsk 为 复数 常数 。 人 9 DD om 9 Conk ， Co 可 分 别 由 文献 [44] 中 式 
C22 -62) (22 - 64) 确定 。 记 Cssk 人 非 ay 9 1 一 7D; ,qk 十 DD ,vants o 


人 
分 别 比 较 式 (22 - 106) (22 - 107) 和 式 (22 - 108) (22 - 109) 中 2 (zz ，) 
ejp 《smnt 天) ,je(swt 一 ) Zo(z) 有 8) 前 系数 ， 可 得 
2 2 
tak 年 Es sok = 人 


SS 
1 Wer LAs — Faine} = Di 
2 


(22 三] 上 ED 
Uonk 一 Con 
Sk V Cii Dons = 0 
ry 
式 中 pe = A 十 Aiongsi eo 

求解 式 C22 —1107, 可 得 待定 常数 的 a CD， Co o 

根据 文献 [44] 中 式 (22-35a) (22 -35b) (22 -47)， 可 得 
人 A A 
Zn CEA < A 十 1 i (iA (22 Se 由 开工 ) 


式 中 
人 A 人 人 A 人 
人 2 Zs (TM) 十 CZzA) Zs (X11A) TT 2 (x,N) Z, (X14) 


A A A A 
号 Zs (Xi yA) 2 (x 5) 人 4 (on :A) Z, (Xi 本 用 
人 人 
[2 Cea + LZ, CsA)y (22.— 112) 


A 
2 (Xx ,A) 


A 


A A 人 
Zs (Xi ,A) Zs (Xi 人) A Zs (XI 5 2 (CB ,人 人) 
A A 
区 (mm A 十 LZ Gri A 


A 
ZZ (Xi vA -= 


A A A A A 人 
4 ea 3 Zs CmyAy i Za 《去 Z, (Xi ,A) 十 &, (rT,A) 2 (Ri i 


A A 人 人 
os (Xi A Zs (Xi | 一 05 (xi ,A) Zs Cn 了 出 
人 人 
[A (XI A [2 Cro) (22 一】 1 


人 
Zs (x py == 


A A A A 
Za (wi si) Zi (Xi 用 Zs (Xi a) Bs (XI Ep 
A A 
LZ (xis4)] 上 十 [Zs Cy aay 
根据 式 (22 -111) (22 -112) (22 -113), 式 (22 -105) 可 改写 为 


人 
2 (zl ,A) 
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(CryZyPt) 一 $1 Pleo. nodeC “ Vent) bo. sin( Vent) jjw (Sik -0 Z,(xsD) 十 


k=1 n= 


oo A 
3 { Axo nsL Za x ,Na cosCmop | at V Cll ED 和 
2 


m= 二 一 wD.m 关 Ok 二 一 w,k 关 0 0 一 1 


A 
A 
2 


人 站 
AvtntaL Znrtl 2 la Yeostmg 十 -中 /cn + 
2 


A 


Znr (TA ) SinCmop 十 V C11 t)] 条 在 ， 人 < 十 
2 2 


四 
人 
0 
>， Re Ur Na 


m=—m. m0k=—m,kA0 n=1 


A 
这 Smn, 
Zni (TM) sin(mg 一 wWci 芍 ] 一 
2 
Sm Ll 
om NR C2 )cos(mg— Vcut) 十 
2 


多 
mn pf r 
ps i "sinCmg — ee cut)]}i J (rina 二 
2 


(22 - 114) 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 式 (22 一 114) 可 简写 为 


&UCr ypPt) = 3 cos( Vcnt) 二 bo, mtsin( Tt < VonD jn Gus 7 一 ) Z, (zy ) 十 
ry 


=1 n= 


p> > > 2 {A,. Pe 十 En NE: 


太一 】 k=1 n= 


人 
有 到 (fl ) Sin (7720 十 2 Vcnt)]— 
rz 
A 
Anomti [Znmi (x A ) cosCmg + er Yent) 十 
2 
A 
Zunir (Ts Ann ) Sin(meg 十 Vn Ij Cs 3 中 
2 下 2 


EN 人 
如 之 > 2 1 | A 半 二 ,Amn ) COs(mg ee V Cll 1) va 


m=] k=1 n=1 


A 
Zni (TsAmn) Sin(mg 一 es Yewtd] = 
2 


人 了 
Eon Zins (Ts Amn ) cos(mg — et Yent) + 
2 


A 
Lun TNs) sin(mg — 2 Vent) jin, (sms ) 


r2 


(22—115) 
式 (22=105) 为 球 坐标 下 三 维 各 向 异性 波动 方程 (22 -86) 复数 形式 解 ， 式 (22 - 115) 
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为 波动 方程 (22 - 86) 实数 形式 解 。 
22.5 极 坐 标 系 下 圆 薄膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 


极 坐 标 0r,0) 下 薄膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 为 


i 党 这 2 1 dw 这 迪 


7 to 


du 


$22— L116) 


G2 2 可 久 Ar Oar ' i dD 


of 


式 中 (7r,0,1) Ss cvcavc2 为 物理 常数 。 下 标 代表 径 向 


r 方 向， 下 标 2 代表 切 向 9(0 过 9 过 2x ) 方向 。 


设 边 界 条 件 为 
r= 二 民 Rulry0,?) = 05xr 二 0,ul0,0,1) 有 限 值 (22 -117) 
设 初始 条 件 为 
ur,0,0) = fs0) ,ST — p70) (22- 118) 
设 方程 (22 -116) 解 形式 为 
u(r.0.t) = v(r.0 T(t) (22- 119) 
将 式 (22 -119) 代 人 到 方程 (22 -116)， 并 分 离 变量 可 得 
a 2 站 1 932m 1 9 »y OU ] 9iv 1 1 
ns ; 总 je 1 -二 
Di Le a a gr "me None cu 
一 人 
ci VU 
(32.— 120) 
式 中 4 为 分 离 变 量 常数 。 
本 节 引 入 以 下 无 量 纲 量 和 参数 变换 
Ki =1,Ky, = 守 ,K», = , 工 一 三 人 (C22 = 1]21) 
Cll Cll 
将 式 (22 -121) 代入 到 式 (22 -120)， 可 得 
3 +icnP=0 C22 = 122) 
A 2 9 2 Ov 六 oo 2 a > bp 
K,, dF tai 元) 十 ZK 2 可 7 过 a pt uw 二 0 (C22 123) 
根据 方程 (22 - 122)， 可 得 
Tt) = Ce vi + De Vin (22 - 124) 
式 中 C，D 为 复数 常数 。 
边界 条 件 (22 - 117) 可 写 为 
六 一 Tvozryo) = 二 0;x = 二 0,v(0,0) 有 限 值 (C22 ~ 125) 
式 中 X2 = RAM.。 
方程 (22 -123) 解 设 为 
v= 2 f(r)e™ (22 — 126) 


用 三 一 oo 
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其 中 让 一 一 1 ;7 为 整数 。 
当 ? 一 0， 方程 (22 -123) 简化 为 


da oy Dd (22 -~ 127) 
dx dx 
方程 (22 - 127) 为 0 阶 球 贝 塞 尔 方 程 ， 其 解 为 
V(X) 一 coo (CT) 十 doyo (ZX) (22 一 128) 


其 中 cv ,du 为 实数 待定 常数 , jo(x) 为 第 一 类 0 阶 球 贝 塞 尔 函 数 ，y(Cz) 为 第 二 类 0 阶 球 贝 
塞 尔 函 数 。 
当 关 0， 将 式 (22 -126) 代入 到 方程 (22 -123) 并 化 简 ， 可 得 


Ep Sd + Kuin) + f(r — Kn tiKiuan) =0 (22-129) 
方程 (22 -129) 为 球 2Z,, 微分 方程 ， 其 解 为 
f(x) = AinoCin, (T) + As.noCi,, (T) (22 -130) 
式 中 Al ,As 为 复数 待定 常数 , pi = a 十 i (! 二 1，2) 
Ci =— NK 1, 
bs = 0.5+a /i + [Ke 一 (Ki 
cz =— nK 1, (22=131) 


人 [te(Ks — Ks 


式 (22-120) 中 的 可 根据 式 (22 -130) 的 非 平凡 解 条 件 确 定 ， 下 面 分 情况 求解 。 
根据 中 心 物理 场 有 限 性 ， 可 以 消减 二 0 时 对 应 /=1 的 函数 解 项 ， 式 (22 -130) 简化 


为 
fw) = AmoC, x) (22 132) 
式 中 1 = 2，。 
边界 条 件 (22 - 117) 简化 为 
r= R,v(rx,0)=0 
其 中 工 王 RAW 。 
将 f(x) = AiioC,, (x) 代入 上 式 ， 可 得 
Co (7)=0 《22 = 1337 


当 n 二 0,v 二 ojo(7z) 为 中 心 对 称 解 。 下 面 我 们 首先 讨论 对 称 解 情况 ， 其 次 讨论 一 般 情 


(1) 对 称 波 情况 
根据 线性 偏 微 分 方程 的 可 千 加 性 ， 可 得 方程 (22 - 116) 对 称 解 为 


u(r,t) = DAjcos Yen Er 十 Bisin Van ey (22 -134) 
j=1 


0 2 
式 中 启 0 一 1，2，… ) 为 球 贝 时 尔 丽 数 户 (z) 的 零点 ,4 一 (级 》， 
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式 (22-134) 为 各 向 异性 实心 圆 薄膜 中 对 称 波 解 。 如 果 初 始 条 件 关 于 中 心 对 称 ， 该 
初始 条 件 可 写 为 


9 u(r,0) 
ot 


由 此 ， 该 物理 场 与 角度 0 无 关 。 式 (22 - 134) 为 该 波动 方程 的 解 。 将 1==0 代入 式 


u(r,0) = fu(r), = go lr) 


(22 -134)， 再 代入 初 始 条 件 ， 根 据 球 贝 塞 尔 函 数 正 交 性 可 确定 待定 常数 A，, ，B，。 求 解 
完毕 . 


(2) 一 般 波 情况 
考虑 到 Cis,, 《2 = 并 了 ? Cip, 卫 有 无 限 多 有 零 点 3 记 为 A, nj 9» J 和 站 9 


如 一 0 


Zs 和 和 
求解 Cw，(z) 0 ， 可 得 内 
凤 汪 二 寂 灼 (22 — 135) 
根据 式 (22 -119) (22 - 124) (22 - 132) (22 - 135) ， 可 得 
u(r,0,t) = 
S SA 有 a ane Wi 


1 一 一 om 天 0 J=1 


9 0 (22 — 136) 
(0 十 1B,,0.. )Ci,, 4 VR ] 十 
> )(Aicos Ven Er 二 B,sin Vern Sy ji CY 
= R R R 
将 t==0 代入 式 (22 -136)， 再 代入 初始 条 件 (22 - 118) 可 得 
>») 六) [CAj0.r 让 LA ,i )Cip,, ye 才 
| (22 -137) 
(Bn nega) Ch Cd Yu Agjo te) = Flr 
j=1 
2 VC dC Renn + pans Ca. (bie — 
i a pC Bent Bn ICp,, (eiyee] + (22 -138) 
区， Aci 名 Bicos( Ven it) Ey = g(r,0) 
A R R R 
根据 复数 球 柱 函 数 展开 定理 ， 可 将 f(r,0) 和 g(r,9) 展开 为 以 下 两 式 
flr,0) = Sy Sc, pe (ee mw | oio( 彼 ， (22 -139) 


1 一 一 cov 天 0 j=1 


g(r,0) 一 SS yD wwC wo 二 2 (22 - 140) 


n= 一 wn 关 0 ) 一 1 


式 中 Co Do 为 复数 常数 。 Ci ，Diaoy ，5; sd; 可 分 别 根据 式 《10 一 78) (10 一 
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80) 确定 。 记 Ca = Cl,niosior 4 iCi,n0,3i 9 Duov 二 Donosjr * Do o 


0 0 
比较 式 〈22 -137) (22 -138) 和 式 〈22 -139) (22 -140) 中 jo( 臣 ) ，Co (2)e” 


前 系数 ， 可 得 
ou + Bi = Ceriy 


0 
1 V C11 Ana — Bry = Di 


(22 -141) 
A;= 
0 
Val EB, 二 ad; 
FR 
求解 式 (22 - 141)， 可 得 待定 常数 Al.,.0,; ,Bi.,,0,j ,A; ，B; 。 
根据 Cr，(z) 二 zj (xX) ， 可 改写 式 (22 -136) 为 
ul(r,0,t) 
3 pf { Ain0w.rcosLnd 十 Qin In( i) 十 VS es] 一 
1 一 一 0,1 天 0 /一 1 
0 0 
Aimosin[ + ennln( RS) + Vor CRA), CR) + 
| (22 — 142) 
> Si B.. 0), .cos[n0 a. ,ln( i) 一 den Tia] sa 
n=—w%n¥K0 j=1 
0 
Bossin[70 + sln( 7) 一 fc te]) ee CU) 十 
2 (Ajcos V cll 多] 十 Bisin Yen 1 ) ji, (i) 
j=] R R R 
根据 数学 物理 实数 化 原理 , 式 (22 - 142) 可 简化 为 
u(r,0,t) = 
3 {Alni0,, scos[m0 + aaln( Ee) 十 VET 人 es] 一 
n=1] j=1 
0 0 0 
Anojisin[LzO Tol tt) 本 Yen tt] ) (ey 和 
(22 -143) 


DB jouer cos [ng + gualn( Hl) 一 Va 一 


n= j=1 


0 0 0 
Boisin[Lzg 十 后 一 Van de] ) 7 ， 十 


R 


式 (22 -136) 为 各 向 异性 波动 方程 (22 - 116) 复数 形式 解 。 式 (22 - 143) 为 波动 
方程 (22 - 116) 实数 形式 解 。 


加 0 0 0 
2 (Aicos Vcn Kt + Bsin Ven Wt)jo (EE) 
j=] 
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22.6 球 坐标 系 下 球 膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 的 缔 合 复数 球 带 面 函 数 解 


球 坐 标 (r,g,0) 下 球 膜 二 维 各 向 异性 波动 方程 为 
1 du 


9 ; 9 a” 97 
(0 z 十 C33 l (sing < ) 2c,, 1 “一 区 
六 SinO oO 


Sin0 D0 90 rsinn 9¢990 9 

(22— 144) 
式 中 u(9,g,1) 为 球 膜 内 物理 场 分 布 函数 。c2s ,css ,ca 为 物理 常数 。 方 向 2 为 球 坐 标 方向 角 9 
(0 过 og 达 2x) 方向 (地理 纬 线 方向 )， 方 向 3 为 球 坐 标 9(0 二 9 二 x) 高 低 角 方 向 (地理 
经 线 方向 ) > 为 径 向 坐标 ，R 为 球 半径 ， 球 膜 面 上 + 二 R。 


引入 如 下 变换 
X= coOs0 (22— 145》 
可 将 方程 (22 - 144) 变换 为 以 下 偏 微分 方程 . 
C22 9 2&K . gu zX 间 忆 机 9 _ 2 du 
G2 dg + Zx 5 十 (1 2 3 ] 一 2c2 EE 
(22 — 146) 
边界 条 件 设 为 
X= Tu(ript)= 0 
(22'= L477 
T= XuUu(T pt) = 0 
初始 条 件 设 为 
三 frad) , 加 = ty, 的 (22 — 148) 
方程 (22 - 146) 解 设 为 
&Czypt) = v(r, pIT(t) (22 -149) 
将 式 (22 -149) 代入 到 方程 (22 - 146)， 再 分 离 变 量 可 得 
Ea C22 dw ， i 身世 2 二 < 这 
-i [a ag ts 和 EE 
cs = 六 
ol u 
(22 = 150) 
其 中 ) 为 分 离 变 量 常数 ,) 二 0 ,4 =/(L 十 1) is 奸 。 
引入 以 下 无 量 纲 量 
Ks = Ls Ra = ,Ky = (022— 15.1) 
C33 C33 
将 式 (22 -151) 代入 到 式 (22 -150) 可 得 
3 二 Tan=0 (22 -152) 
K,, 9 2v dv ;、 dv dv 
人 2 )v = 
ee + Kal Be oar tlt 0 


C22 — 103) 
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根据 方程 (22- 152)， 可 得 
IT(1) = Ce + De (22 -154) 
式 中 C，D 为 复数 常数 。 
方程 (22 -153) 与 文献 [44] 中 方程 (21 -8) 一 样 ， 可 应 用 文献 [44] 中 方程 (21 
-8) 解 


= 0 2 ,0 
u(x,p,t) = y， PE A ) er (Asone V mar + Boae Vanar ) 


m= 一 %m M0 n= 


Dy (ascos VOC FEL) bosin VRE)o) Z, (x,l’) 
n=1 


(22 -155) 
式 中 心 , 由 文献 [44] 式 (21 -39a) 
人 人 A A 
{LZ zw) 十 LZ Cesa) FE} {LZ Cr2 sa) + [LZ Cr ,NJ }— 
A A A A 
{LZ (za 天 十 [Z Cresa) FE} {LZ Cr sai) + LZ, CrsA)F}= 
确定 。/ 由 文献 [44] 式 (21 - 39b) 
全 vl Lo sy sR == LL Cs 10) Ls CE a 一 0 
确定 。 根 据 文献 [44] 第 20 章 中 定义 ， 可 得 
A 
ww Da Ben ce) 
DR Cri) (22 - 156) 
( Li (ry 区) 
人 x,0) 一 二 一 一 一 一 2\ 人 并 ， 
EL i (zl Do de J 


将 1 二 0 代入 式 (22 -155)， 再 代 和 初始 条 件 (22 - 148) ， 可 得 


yi >， ,Crs ND er CA, 十 Bow) 十 i RCD) = f(E0) 


二 一 m,nA0 n= ] n=] 


(22— 157) 


m= mnAA0 1 一 


3 > ,Cras ei VRo Anon 一 By) 十 Db VR)GZ, (rh) = g(r,9) 
1 一 | 
(22—158) 


根据 文献 [44] 第 20 章 中 的 缔 合 复数 球 带 面 函数 展开 定理 ,可 将 /(x,g) 和 g(x,9) 
展开 为 下 式 


zsg) = 3 Sn de + Peo 2, Cz) (22 - 159) 


中 一 一 如，i 天 0 1 一 


g(x,9) = > ia Zz) er + Phdow Zo Gas) (22 - 160) 


MN 二 一 m0 7 一 


其 中 Co.。， Do 为 待定 复数 常数 。C.os，， Do ,co.,，do.n 可 由 文献 [44] 式 (21 -48) 
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确定 。 记 | Bi, 3 人 十 的 9 Di 十 1D oi [Es] 
A 
分 别 比较 式 (22 - 157) (22 - 158) 和 式 (22 - 159) (23 一 160) 中 2Z,(x,L)， 
A 0D 
24,，( 了 ~)e” 前 系数 ， 可 得 


pe Bs = Cnn 


0 
1 oY Am CA igen = Bg = Dim 


(22=161) 
Co,n 一 Co,n 
po， MI 1+ Lo 一 co， 
求解 式 (22 -161) ， 可 确定 待定 系数 A。o。，Bovyao。， pb 。 
根据 文献 [44] 中 式 (21-31) (21-40) (21-41)， 可 得 
人 (22 - 162) 
式 中 
人 人 人 A A A 
Lnr (TM) = Zs (TA) HL CTA) ZT1sA) tL (TA) QZ (xi ,A) 
A A A A A 人 
Di CA) = Ze LA = Cr Zr Cre) Zs Cry ay 
A 人 人 A 
) 多 上 二 = 2 人 A ZC rN) = 2 Ce 3A) Z 《二 Ci 


人 人 
[2 Cia + [LZ 和 了 


A A A A 
Za Ci 本 Zs Qa ,A) 人 5 Ce ,A) Zs Ca ,A) 
A 人 
[2 Ca ya 下 十 [zz 《二 si 
根据 式 (22-162) (22 -163), 式 (22 -155) 可 改写 为 


人 
2 Cr sA) = 


u(xsp3t) = Dy aoncos VE G+ bo,sin VIG)o) Z, (x,l) 十 
n=] 


> >) {Ao0nrLZnnr To MY) cosCmg 十 VX) — Zon xsN a) sin(mg + Vasot)] — 


A 人 
> 人 )cos(meo 十 V Am.n0t ) + A fe ea ) sin(mg 丰 V Mact )] 二 


> D2) {Bo L Zan xn) cos (mg — Van0t) — Zn Ts AD) sinCmop 一 Vonot)] 一 


a Se Cd oat — VR a Cd Nain.— Ry 
(22 - 164) 
武昌 ow SS A | Aani Bi = Broine} Bdni a 
根据 数学 物理 实数 化 原理 ， 式 (22 -164) 简化 为 
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MUCzypt) = >， (ao vcos VAC Bot 二 +oo,sin VLC 二 TL)ot) Zr 0 ) 十 
太一 ] 


o0 ® A A 
>) D2 A LZ xo A cosCmg + Vasot) — Zan zs Na)sinCmg + Wot)] 一 
m=1 n=1 


nn 


A 人 
AnoniL Zni Ts A,n) cos mg 十 Vonat) TT Zn.r (Ts An)sinCmg 十 WAonat)]) 十 


A A 
Si 2 {Bo0.n.rL Zin. (XA,n) Cos(mop ~ Mngt Ni rtd (zx jn ) sin(mg yy A tt) 


7 一 ] n=1 


总 A 十 JEcaGa — Minot) i 一 Vo ct)]) 
(22 -165) 
式 (22 -155) 为 各 向 异性 波动 方程 (22 - 144) 复数 形式 解 ， 式 (22 - 165) 为 波动 
方程 (22 - 144) 实数 形式 解 。 
本 章 采 用 复数 分 离 变 量 法 和 有 关 复 数 特殊 函数 求解 各 向 异性 波动 方程 。 总 的 来 看 ， 复 
数 分 离 变 量 法 求解 思路 清晰 ， 本 书 引 入 的 复数 特殊 函数 具有 较 好 的 适应 性 ， 可 在 不 同 的 数 
学 物理 问题 求解 中 发 挥 作用 。 
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oo ~ [o> on CD fo 
oh dd Bd a dR 


DO 
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